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ISIN UMUMI XARAKTERISTIKASI

Movzunun aktuallhigi va islanma daracasi. Son illor bark cisim
fizikas1 vo onunla olagoli digor elmi istigamotlorin birge inkisafi
mikron Ol¢iilordon daha kigik Olciilor olan submikron vo nano
Ol¢iilords inqilab sayila bilocok kosflora gotirib ¢ixarmigdir. Bu kogflor
1so 0z ndvbosindo sonayedo vo texnoloji proseslordo ugurla totbiq
edilmakls, miasir nanotexnologiyalarin inkisafina tokan vermisdir.
Molum oldugu kimi nano 6l¢iilordo artiq klassik fizika qanunlar1 6z
fundamentalligin1 itirir vo miisahido olunan fiziki hadisolor bu
qanunlarin komayi ilo izah edilo bilmir. Bu halda fiziki sistemlor
0zlorini kvant sistemlori kimi aparir vo onlarin izahi kvant fizikasinin
fundamental ganunlar ¢orgivasindo miimkiin olur. Basqa sozlo desak,
makroskopik Olgililordo deterministik olan klassik sistemlor 6z
yerlorini nano vo angstrem Olgllii miqyaslarda dinamikalari vo
tokamiillori ehtimal nozoriyyasino osaslanan kvant sistemlorine
buraxirlar.

Bundan olave miixtalif kvant sistemlorine qravitasiya sahasinin
tosirinin  dyronilmasi istigamotindo do ¢oxlu elmi-todqigat islori
aparilir. Bu tip elmi-tadqiqgat islorino maragin artmasi ilk ndvbado,
gravitasiya sahosinin kvant 6l¢iilorinds ortaya ¢ixara bilocoyi bir ¢ox
“gizli” xassolorin oynaya bilocoyi ohamiyystli rol ilo baghdir.
Mosalon, gravitasiya sahosinin kvant sistemino tosirinin dyronilmasi
naticosindo hidrogen atomunun enerji soviyyolorindo omolo golon
stirigmolorin askara sixarilmasi bdyiik maraga sobab olmusdur.
Homginin, qravitasiya sahosinin materiya ilo qarsiliglt tosiri vo bu
sahonin miimkiin kvantlanmas1 miihiim todqiqat obyektlorindondir.
Qravitasiya sahosinin kvantlanmasi, onun kvant nazoriyyosinin
qurulmasi i¢iin miixtolif yanasmalardan, nozoriyyolordon istifads
edilir. Mosolon, klassik fonda kigik hayacanlanmalara osaslanan
perturbativ yanagsma, dinamik doyisonlorin yenidon qruplagdiriimasina
osaslanan halqa kvantlanmasi yanagmasi, tobii komponentlorin
gravitasiya sahasindo yeni usullarla hoyocanlanmasina asaslanan sim
nozoriyyasi vo  bagsqa bu qobildon olan nozoriyyslor kvant
nazaoriyyasinin - kdmoayi  ilo  qravitasiya  effektlorinin  izahma



istigamatlonib.

Miiasir elmi todqgiqatlarda c¢ox genis totbiq edilon
formalizmlordon biri koordinatdan asili olaraq doyison zona qurulusu
vo onun effektiv kiitlo {iciin iimumilosmosidir. Bununla bela, bu
formalizmdon istifado edorkon bozi ¢otinliklor yarana bilir. Yaranan
cotinliklorin osas sobobi ondan ibaratdir ki, iki cisim masalalorindo
gatirilmis kiitlo yanagmasindan istifado edorak bir ¢cox kvant fizikasi
mosalasi riyazi olaraq doqiq do hall edilo bilsa do, sabit kiitlo vo ya
zona qurulusunun doyison analoglarla ovoz edilmosi mosoloni riyazi
baximdan miirokkoblogdirir vo bircins zona qurulusu va ya kiitls iiciin
alinan doaqiq hallin koordinatdan asili olaraq doyison kiitlo halinda
togribi  hollo ¢evrilmasi ehtimali olduqca yiiksokdir. Lakin, bu
formalizmin daxil edilmosi fizikada dahi kosflordon biri sayilan va I.
Giaever torofindon 1960-c1 ilds eksperimental olaraq kosf edilorok
1973-cti ildo fizika {izro Nobel mikafatina layiq goriilmiis
ifratkeciricilordo tunel effekti hadisosinin izahina soboab olub va
homginin, kvant fizikasinin bir ¢ox masalolorinin doqiq hall
edilmasins imkan yaradib.

Dissertasiya isindo koordinatdan asili kiitloys malik kvant
sistemlorinin doqiq holl oluna bilon ossilyator tip konfaynment
modellori miiqayisoli olaraq todqiq edilir. Kristalin handasi
Olgiilorindon he¢ olmasa biri elektronun de-Broyl dalga uzunlugu
tortibindo oldugda, onun termodinamik, kinetik, optik xassalorinds
0ziino moxsus doyisikliklor bas verir. Basqa sozlo desok,
yiikdasiyicilarin -+ horokoti  bir, 1iki vo ya ¢ istigamotdon
madudlagdirilarsa onlarin enerjilori kvantlanir. Enerji kvantlanmasini,
yani diskret enerji spektrinin yaranmasini tomin etmok li¢lin sonsuz
kristal manealorlo mohdudlagdirilir, yoni sorhodlor yaradilir,
homginin, kvant ¢iixiirii soklindo konfaynment effektino tabe olan vo
ozlinli geyri-diizbucaqli harmonik ossilyator profiline malik mahdud
kvant sistemi kimi aparan doqiq hall olunan modellori qurulur.

Qisaca demok olar ki, bark cisim fizikasiin aktual problemlori
liclin maragl bir situasiya yaranir — strukturlar ¢ox kigik ol¢iilordo
kvant sistemi olub, eyni zamanda konfaynment effektino tabe olurlar.
Aydindir ki, bu zaman biz bu sistemlor liclin nazori hesablamalar
edorkon, hokmon nozers almaliylq ki, problem artiq sistemi
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xarakterizo edocok olan dalga funksiyasi vo ya impuls vo koordinatin
birgo paylanma funksiyasi koordinatin sonsuz deyil, sonlu qiymotlor
oblastinda hall edilmalidir.

Tadqgigatin obyekti vo predmeti. 7aodgiqgatin obyekti -
koordinatdan asili kiitloys malik kvant sistemlorinin  doqiq hall
olunan ossilyator tip konfaynment modellori. Todgigatin predmeti -
koordinatdan asili kiitlo formalizmi ¢orgivasindo miixtolif kinetik
enerji operatoru ilo ifado olunan Sredinger tonliyinin harmonik
ossilyatorvari sonsuz vo sonlu dorin kvant ¢uxurlart modellori {igiin
doqiq holl edilorak geyri-xatti enerji spektrinin, stasionar hallarin
dalga funksiyalarinin askar sokillorinin tapilmasi, miiqayisosi vo
todqiqidir.

Tadqgiqatin moqsad va vazifalari. Dissertasiya iginin osas
mogsadi koordinatdan asili kiitloys malik kvant sistemlorinin daqiq
hall oluna bilon ossilyator tip konfaynment modellorini hortorofli
todqiq etmokdir.

Bu mogsado c¢atmaq Tgiin asagidaki  vozifolor yerino
yetirilmisdir.

-Koordinatdan asili kiitlo formalizmi cor¢ivasindo Ju-Kroemer
kinetik enerji operatoru ilo ifads olunan Sredinger tonliyinin harmonik
ossilyatorvari sonsuz vo sonlu dorin kvant ¢uxurlari modellari ii¢lin
doqiq hollorinin tapilmast;

- Koordinatdan asili kiitlo formalizmi g¢orgivasindo Qora-
Uilyams kinetik enerji operatoru ils ifado olunan Sredinger tonliyinin
harmonik ossilyatorvari sonsuz dorin kvant ¢uxuru iiclin hom xarici
gravitasiya sahasinin tosiri altinda, hom do bu ciir tosir olmadiqda
daqiq hallorinin miisyyonlagdirilmasi;

- Koordinatdan asili kiitlo formalizmi ¢oargivasindo Qaliley
invarianthigina tabe olan kinetik enerji operatoru ilo ifado olunan
Sredinger tonliyinin harmonik ossilyatorvari sonsuz dorin kvant
cuxuru {liglin hom xarici qravitasiya sahasinin tosiri altinda, hom do bu
ciir tosir olmadiqda doaqiq hallorinin tapilmast;

- Koordinatdan asili kiitlo formalizmi ¢orgivosindo Ju-Kroemer,
Qora-Uilyams vo Qaliley invariantligmma tabe olan kinetik enerji
operatorlar1 ilo ifado olunan Sredinger tonliyinin harmonik
ossilyatorvari kvant ¢uxuru modellorinin doqiq hallori ilo molum
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qeyri-relyativistik kanonik kvant harmonik ossilyatorunun daqiq
hollori arasinda konfaynmentin yoxa ¢ixmasi ilo barpa olunan doqiq
limit miinasibatlorinin miiayyan edilmasi;

- Psevdo-Yakobi vo Ermit c¢oxhadlilori arasinda birbasa
olagenin mdveudlugunu gostoran yeni limit miinasibatinin tapilmasi
va dogrulugunun isbat edilmasi.

Tadqiqat metodlari. Dissertasiya isindo qarsiya qoyulan
moqsad va vazifolar ¢orgivasindo todqiqatlar nozori fizikanin, xiisusi
funksiyalar  nozeriyyesinin,  differensial  tonliklor,  ortoqonal
coxhadlilor vo riyazi analiz kursunun miixtolif metodlarmin vo
yanasmalarinin komayi ilo hoyata kecirilmisdir.

Miidafioys cixarilan asas miiddaalar:

1. Koordinatdan asili kiitlo formalizmi ¢argivasinds Ju-Kroemer
kinetik enerji operatoru ils ifads olunan Sredinger tonliyinin harmonik
ossilyatorvari sonsuz vo sonlu dorin kvant ¢uxurlart modellori tiglin
doqiq hallori;

2. Koordinatdan asili kiitlo formalizmi ¢argivasindo Qora-
Uilyams kinetik enerji operatoru ils ifads olunan Sredinger tonliyinin
harmonik ossilyatorvari sonsuz dorin kvant ¢uxuru {i¢cliin hom xarici
gravitasiya sahasinin tosiri altinda, hom do bu ciir tesirin yoxlugunda
daqiq hallari;

3. Koordinatdan asili kiitlo formalizmi corgivasindo Qaliley
invarianthigina tabe olan kinetik enerji operatoru ilo ifado olunan
Sredinger tonliyinin harmonik ossilyatorvari sonsuz dorin kvant
cuxuru iiglin hom xarici qravitasiya sahasinin tosiri altinda, hom do bu
ciir tosirin yoxlugunda doqiq hallori;

4. Koordinatdan asili kiitlo formalizmi ¢or¢ivesindo Ju-
Kroemer, Qora-Uilyams vo Qaliley invariantligina tabe olan kinetik
enerji operatorlar ilo ifado olunan Sredinger tonliyinin harmonik
ossilyatorvari kvant g¢uxurumodellorinin doqiq hallori ilo molum
qeyri-relyativistik kanonik kvant harmonik ossilyatorunun daqiq
hallori arasinda konfaynmentin yoxa ¢ixmasi ilo barpa olunan daqiq
limit miinasibatlori;

5. Yakobi vo Ermit g¢oxhadlilori arasinda birbasa olagonin
movcudlugunu gostaran yeni limit miinasibati.

Tadgigatin elmi yeniliyi.



-Koordinatdan asili kiitlo formalizmi ¢orgivesinds Ju-Kroemer
kinetik enerji operatoru ilo ifado olunan Sredinger tonliyi harmonik
ossilyatorvari sonsuz vo sonlu dorin kvant ¢uxurlart modellori {igiin
doqiq holl edilorok gqeyri-xotti enerji spektrinin vo Gegenbauer,
Yakobi vo psevdo-Yakobi coxhadlilori ilo ifado olunan stasionar
hallarin dalga funksiyasinin agkar sokillori tapilmisdir [3];

-Ju-Kroemer kinetik enerji operatoru ilo ifads olunan Sredinger
tonliyinin harmonik ossilyatorvari sonsuz dorin kvant cuxurlar
modeli iiciin daqiq hall edilorok tapilan geyri-xatti enerji spektrinin
gatirilon tezliyinin do konfaynment parametrindon asili oldugu v bu
parametr sifira yaxinlasarkon koskin olaraq yiiksoldiyi miisahido
edilmisdir [8],[9];

-Koordinatdan asili kiitlo formalizmi ¢argivasindo Qora-
Uilyams ve Qaliley invariantlifina tabe olan kinetik enerji operatoru
ilo ifads olunan Sredinger tonliyi harmonik ossilyatorvari sonsuz dorin
kvant ¢uxuru ii¢lin ham xarici qravitasiya sahasinin tasiri altinda, hom
do bu ciir tosirin yoxlugunda doqiq hall edilorak, hom geyri-xatti
enerji spektrinin, hom do Gegenbauer va Yakobi ¢oxhadlileri ilo ifade
olunan stasionar hallarin dalga funksiyalarmin agkar sokillori
tapilmisdir [1],[7];

-Koordinatdan asili kiitlo formalizmi ¢or¢ivasindo Qora-
Uilyams veo Qaliley invariantlifina tabe olan kinetik enerji operatoru
ilo ifado olunan Sredinger tonliyinin harmonik ossilyatorvari kvant
cuxurlar ticlin moxsusi qiymatlori olan geyri-xatti enerji spektrlorinin
miigayisosindon Qaliley invariantligina tabe olan kinetik enerji
operatoru ilo ifado olunan modelin enerji spektrinin homiso daha
boylik qiymatlor aldigr miisahido edilmisdir [2],[5];

-Koordinatdan asil1 kiitlo formalizmi ¢ar¢ivasinde Ju-Kroemer,
Qora-Uilyams vo Qaliley invariantligma tabe olan kinetik enerji
operatorlar1 ilo ifado olunan Sredinger tonliyinin harmonik
ossilyatorvari kvant ¢uxuru modellorinin daqiq hollori ilo molum
qeyri-relyativistik kanonik kvant harmonik ossilyatorunun doqiq
hallori arasinda konfaynmentin yoxa ¢ixmasi ilo barpa olunan limit
miinasibatlori tam doqiqlikle hesablanmisdir [4];

-Psevdo-Yakobi va Ermit coxhadlilari arasinda birbasa slagonin
movcudlugunu gostoron yeni limit miinasiboti tapilmis vo bu
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miinasibotin dogrulugu riyazi olaraq isbat edilmisdir [6],[ 10].

Tadqiqatin nazari va praktiki shamiyyati. Dalga funksiyalari
koordinatin sonlu qiymatindo sifra barabar olan, yoni konfaynment
effektino tabe olan bir-6lgiilii kvant harmonik ossilyator modellori
dogiq holl olunduglart toqdirdos miiasir nano-Ol¢iilii fizika va
texnologiyalari miixtolif istigamatlordo inkisafi baximindan olduqca
ohomiyyatlidir. Hazirki dissertasiya isinds profili harmonik ossilyator
soklinda olan sonsuz vo sonlu dorin kvant guxurlar {i¢iin doqiq hall
edilorak tapilan qeyri-xatti enerji spektrlori vo stasionar hallarin dalga
funksiyalar eksperimental olaraq alds edilon geyri-diizbucaql profils
malik miasir nano-0l¢iilii strukturlarin miixtalif xarakteristikalarinin
izah edilmosindo bdyiik praktiki ohomiyyoto malikdirlor. Digor
torofdon, qeyd edilon konfaynment effektli mosalolorin  xarici
gravitasiya sahosindo do tapilan doqiq hollori golocokds bir g¢ox
konfaynment  effektli  heteroquruluslarin  qeyri-xotti  optik
parametrlorinin qiymatlondirilmasi zamani ¢ox ohomiyyatli rol ala
bilor. Torofimizdon kvant mexanikasi masalolori hall edilorkon
psevdo-Yakobi va Ermit ¢oxhadlilori arasinda tapilan vo dogrulugu da
torofimizdon isbat edilon birbasa limit miinasibati riyaziyyat noqteyi-
nazorindon xiisusi funksiyalar va ortoqonal ¢oxhadlilor {iglin molum
xarakteristikalarin yenilonmasi vo genislondirilmasi iigiin ¢cox bdyiik
maraq kaosb edir.

Aprobasiyasi va tatbiqi. Dissertasiya isinin asas miiddealari vo
alinmis elmi naticolor asagidaki elmi iclas, seminar vo konfranslarda
genis maruza vo miizakirs olunmusdur:

-7th International Scientific and Practical Conference “Science
and Practice: Implementation to Modern Sosiety” (Manchester, Great
Britain, 6-8.10.2020);

-13th International Scientific and Practical Conference “Science
and Practice: Implementation to Modern Society” (October 16-18,
2022, Manchester, Great Britain);

-“Riyaziyyatin ~fundamental problemlori vo intellektual
texnologiyalarin tohsildo totbiqi” movzusunda II Respublika elmi
konfransi. (Sumgqayit Do&vlot Universiteti, 15-16 dekabr, 2022,
Sumgqayit, Azorbaycan).

Dissertasiya isinin yerino yetirildiyi toskilatin ada:
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Dissertasiya isi Azarbaycan Respublikast Elm vo Tahsil Nazirliyinin
Fizika Institutunun “Kvant informatikas1” laboratoriyasinda yerino
yetirilmisdir.

Dissertasiyanin struktur boélmolorinin ayrihiqda hacmi qeyd
olunmagqla dissertasiyanin isars ild iimumi hacmi. Dissertasiya isi
Giris, 4 fasil, Notica vo Istifado edilmis odobiyyat siyahisindan ibarat
olub, A4 formatinda yazilmis 151 sohifani ohato edir. Isin osas hissosi
(sokillar, coadvallor, grafiklor vo odobiyyat siyahisi istisna edilmoklo)
234 493 (o climladen, Giris — 1467, 1 fasil — 42 000, II fasil — 90 000,
11 fasil — 64 000, IV fasil — 32 000, Noticolor — 5026) isarodir. Istifado
edilmis odobiyyat siyahisina dissertasiyada istinad olunan 106 adda
monbs daxildir. Dissertasiyada noticolori oks etdiron 6 sokil
verilmisdir.

ISIN QISA MOZMUNU

Girisdo mévzunun aktualligi vo islonmo doracosi, todqiqatin
moqgsad vo vozifolori, todqiqat metodlarr, miidafioys ¢ixarilan osas
miiddealar, todqiqatin elmi yeniliyi, nozori vo praktiki shomiyyati
gostarilmis, isin abrobasiyasi, todqiqat metodlar1 haqqinda genis
molumat verilmisdir.

Dissertasiya isinin birinci fasli osason icmal xarakterlidir
(birinci vo Uglincli paraqraflar tam, ikinci paraqraf iso qismon) vo
kvant mexanikasinda impuls vo koordinat arasinda kvantlanma
zamani hansi yanagmalarn movcud oldugundan, daha sonra bu
yanasmalar  osasinda  qgeyri-relyativistik ~ harmonik  ossilyator
masalasinin daqiq hallors malik modellorinin neco quruldugundan,
mixtolif tip bork cisimlordo koordinatdan asili olaraq doyison zona
qurulusu  formalizmi  vo  onun  effektiv  kiitlo  halina
timumilogsmasindon, bir do geyri-relyativistik kvant mexanikasinda
konfaynment effektindon bohs edir.

[lk paragraf qisaca olaraq geyri-relyativistik  kvant
mexanikasinda kanonik va geyri-kanonik yanagmalarin forqlerini izah
edir. NOvboti paraqraf iso qeyri-relyativistik kvant mexanikasinda
kanonik vo qeyri-kanonik yanagmalarda xotti harmonik ossilyator
masalasinin daqiq hall olunan modellarinin neca quruldugunu izah



edir. Bu foslin {glincii paraqrafi miixtolif tip bork cisimlorde
koordinatdan asili olaraq doyison zona qurulusu formalizmi osasinda
izah edilo bilon bozi moshur tocriibalorin icmalini verir vo doyison
zona qurulusu formalizminin hansi sortlor daxilindo effektiv kiitlo
halma timumilogmosini izah edir. Sonuncu paraqraf iss qeyri-
relyativistik kvant mexanikasinda konfaynment effektinin neco amolo
golmosini  vo  bu  effektin  bork  cisimlor fizikasi  vo
nanotexnologiyalarda hans1 baximdan ohomiyyastli oldugunu izah edir,
daha sonra iso komiyyst baximindan Olgiilorin 6zlinii neca biiruzo
verdiyinin bozi hesablamalarini toqdim edir.

Dissertasiya isinin ikinci fasli kanonik yanasmada qeyri-
relyativistik xotti harmonik ossilyatorun daqiq hsll oluna bilon Ju-
Kroemer konfaynment modelinin neco qurulduguna hasr olunmusdur.
Nazora alsaq ki, toagdim edilon model konfaynment effektino malikdir,
yoni mohduddur, bu zaman ovvalco konfaynment effektino neca nail
olundugunun yollar1 gostorilir. Bununla bagl olaraq, ilk paraqrafda
koordinatdan asil1 effektiv kiitlo {iglin kinetik enerji iimumilogmasinin
bozi riyazi detallar1 izah edilir vo daha sonra iso kinetik enerji
iimumilogmasi nozars alinmagqla koordinatdan asili effektiv kiitlo hom
do kvant harmonik ossilyatoru potensialinda nozors alinir va ikinci
paraqgrafda hom sonsuz hiindiir, hom do sonlu hiindiir potensial ¢uxur
liclin yuxarida geyd edilon mosolo Gegenbauer vo psevdo Yakobi
coxhadlilori vahidlorinds doaqiq hall edilir [3].

M (x) effektiv kiitlosi koordinatdan asili olaraq doyison va Ju-
Kroemer torofindan toklif edilon

hz 1 d* 1
2 M) 4* M)
kinetik enerji operatorundan istifado edorak, geyri-relyativistik xotti

harmonik ossilyator {i¢ciin Hamilton operatorunu asagidaki sokildo
yazilir':

/K _
Hy" =

(1)

' Lima, R. F., Vieira, M., Furtado, C. Yet another position dependent mass
quantum model // Journal of Mathematical Physics, -2012. 53, - p. 072101.
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M1 @ 1

"2 G0 & o

Burada V(x) arasdirilan geyri-relyativistik  xotti harmonik
ossilyatorun potensiali olub, agagidaki kimi toyin edilir:

V(x). (2)

M(x)w?x? —a<x<a
V(x) = 2 ]

(0]

)

(3)

x = +a.

Bu ifadedon goriiniir ki, 6ziinii xatti harmonik ossilyator kimi
aparan kvant sistemi koordinatin x = +a qiymaotlorinde iki sonsuz
hiindiir ¢oporlo tam olarag mohdudlasir vo bu mohdudiyyat
koordinatdan asili olan M (x) effektif kiitlosinin analitik ifadosinda oz
oksini tapmalidir. Bu sababdon, M = M(x) funksiyasinin askar
soklini toyin etmok maogsadi ilo onun iizoerine ovvalco asagidaki
sortlori qoyaq:

-Koordinatdan asili olan M (x) effektiv kiitlosi x = 0 halinda
sabit m, kiitlosi ilo {ist-iisto diigmalidir;

-Koordinatdan asili olan M(x) effektiv kiitlosi a — oo limit
halinda sabit m kiitlasini barpa etmalidir;

-M (x) koordanatdan asli olan effektiv kiitlonin toyinino gora
koordinatin x = *a qiymotlorinde konfaynment effekti miisahido
edilmalidir.

-Ju-Kroemer kinetik enerji operatorlu Sredinger tonliyi daqiq
hall edilmalidir vo onun halli a = oo limit halinda geyri-relyativistik
sonsuz harmonik ossilyator modelinin halli ilo {ist-iisto diismalidir.

Yuxarida sadaladigimiz sortlori nozors alsaq, bu sortlori 6doyon
koordinatdan asili olan M (x) effektiv kiitlosi tiglin asagidaki ifadoni
yaza bilarik:

a’mg

M=M(x)= (4)

aZ _x2'

(3) vo (4) ifadalorini (2) ifadasinda nozars alib lazimi sadolosdirmolor

11



apardiqdan sonra Hamilton operatoru agagidaki soklo diistir:

— h? [ d? 2x d 1 x?
 2M|dx? a? —x%2dx a?—x? (a?®—x2)?
+m0a)2a2x2 c
2(a? —xz)'( )

Bu ifadoni nozors alaraq, ikinci tortib differensial tonlik olan
Sredinger tonliyini uygun olaraq, asagidaki kimi yaza bilorik:

d? 2x d 1 x?
dx? a®?—x?%dx a%?—x? (a®?—x?)? 2
2ma’E mw?a?x?
n2(a? — x2) - h2(a? — x2)2 Y =0. (6)

Aldigimiz tonliyi doqiq hall etmak {igiin ikinci tortib differensial
tonliklorin hollindo istifado edilon Nikiforov-Uvarov metodundan
istifado edok. Son noticado olaraq geyri-relyativistik xotti harmonik
ossilyatorun Ju-Kroemer konfaynment modeli {i¢iin asagidaki qeyri-
ekvidistant enerji spektrini:

E=E =h|w +m2a4(n+§)+2ma2(n +n+1) (7

va stasionar hallarin dalga funksiyalan ticlin agagidaki ifadeni aliriq

[3]:
L (e ) o
),

= Pleo =cf(1-5) Cy

burada, Cr(ll) (x) hiperhandasi ,F; funksiyalar ilo asagidaki kimi

12



ifads edilon Gegenbauer ¢oxhadliloridir?:

20, —nn+21 1-—
C”)()—( ) 2F1< -

/1—+1 ) 2

),,T;eo (9)
2

JK

¢; normallagma faktoru asagidaki kimi toyin edilir:

m2w?a* 2,244
K miwsa® mlw?a
=27 "1 |——+1
n hz

/mza)za‘* 1

<Tl+ T+1+7>Tl'
2,24 ’

naF<n+2/mhL2a+1+1>

vo 0, 1> —% vo A# 0 iciin o6denilon C,(l/l)(x) Gegenbauer

N| =

(10)

P

coxhadlilarinin ortoqonalliq sortindon tapilir:

_ mh(n +22)2' 22

Smn
{F(/l)} (n + A)n!

Bu sabobdon, koordinat togdimatinda stasionar hallarin dalga

funksiyalari w,ﬁK (x) da homginin, —a < x <a araliginda
ortoqonaldir:

f 1 -2 2P 0P () dx (11)

f [ OT Y () dx = By (12)

2 Koekoek, R. Hypergeometric Orthogonal Polynomials and Their q-Analogues/
R. Koekoek, P.A Lesky, R.F Swarttouw // - Springer-Verlag Berlin Heidelberg, -
2010, 578 p.
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Indi isa, todqiq edilon kvant sisteminin V (x) potensial iizorino
goyulan tolobi asagidaki sokildo qismon doyisok. Hesab edok ki,
potensialimiz kiitlasi koordinatdan asili olaraq doyison harmonik
ossilyator potensialidir:

M(x)w?x?

V(x) = L

(13)

mow?a?

lakin, x — Foo hallarinda potensial 6ziinii kimi aparir. Yoni,

faktiki olaraq, kiitlonin koordinatdan asililig1 els daxil edilmalidir ki,
bu dofo sonsuz hiindiir divarlar yerins iki sonlu baryer yaransin vo
potensialimiz geyri-diizbucaqlt profilo malik sonlu kvant ¢uxuruna
cevrilsin.

Potensialin 6ziinii avvalkindon daha forqli aparmasi tolob edir
ki, M(x) kiitlosi iliciin do ovvalki sortlordon forqli yeni sortlor
miioyyan edilsin:

-Koordinatdan asili effektiv kiitlo M(x) koordinat baslangict
olan x = 0 noqtosindo sabit effektiv kiitlo olan mgy-a borabor
olmalidir;

-Koordinatdan asili effektiv kiitlo M (x) koordinatin x = +oo
qiymatlorinds sifra ¢evrilmalidir.

- sarbast Hamiton operatoruna vo (13) potensialina uygun galon
Sredinger tonliyi koordinatdan asili effektiv kiitlo M (x)-in analitik
ifadasi tiglin doqiq hall oluna bilmalidir.

Yuxaridaki sortlori 6doyon koordinatdan asili effektiv kiitlo
M (x)-in analitik ifadasini asagidaki kimi yazaq:
— a’mg
M = M(X) = PEIREY

(14)

(1) sorbast Hamilton operatoruna, (3) potensialina vo koordinatdan
asili effektiv kiitlo M(x)-in (14) analitik ifadoesine uygun golon
Sredinger tonliyini doqiq holl edorok, stasionar hallarin dalga
funksiyalar1 vo enerji spektrinin agkar ifadslorini tapaq. Bunun {iciin
uygun Sredinger taliyini yazsaq:

14



h? [ d? 2x d 1 x?

—— + —+ - JK
2M |dx? a2+ x%2dx  a?+x%2 (a%+ x2)2 Y

a’mwéx?

e Tt IR CCORNED

Bu tonliyi Nikiforov-Uvarov metodu® ilo holl edorak,
aldigimiz ikinci tortib differensial tonliyi P, (§, v, N) psevdo-Yakobi
coxhadlilori tiglin agagidaki molum ikinci tortib differensial tonlik ilo
birbasa miiqayiss edilmaklo onu doqiq hall eds bilorik:

(14825 =2(v=N&J +n(2N —n+1)y =0, (16)
y =B v,N). (16.a)

Bu miiqayisodon tapa bilorik ki, E’/X enerji spektri
qeyrekvidistantdir vo sonludur:

W+ 1) (n+3) - () -
JN+DZ -1 '

n=0,1,23,..N.(17)

N =

E]K = ha)o

Stasionar hallarin dalga funksiyalar1 olan /% (x) iso psevdo-
Yakobi ¢oxhadlilori vasitasi ilo asagidaki qaydada ifade olunurlar:

P (x) =
N+
cJ (1+ Mo x” ) Tlp ( Ao 0 N)
" JNF¥DZ -1 " [(N+1)z_1]%' s

Burada, B,(&,v,N) psevdo-Yakobi ¢oxhadlilori olub, ,F;

3 Nikiforov, A.F. Special Functions of Mathematical Physics: A Unified
Introduction with Applications / A.F. Nikiforov, V.B. Uvarov, - Springer Basel
AG, - 1988. 427 p.
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hiperhandasi funksiya vasitasi ilo agagidaki kimi toyin olunurlar:

(=2)"(—N + iv), —n,n—2N 1—ix
P,(§,v,N) = A , (1
n(&v,N) (n—2N-1), “( —N +iv 2 ) (18)

n=012,..,N.
PIE(x)

_ TN +1-2n)T(2N + 2 — 2n)22" 2V~ 1n]

~ T@N+2-n)|T(N +1—n+iv)|?
ortonormaldir vo normallasma parametri ¢ psevdo Yakobi
coxhadlileri iiciin asagidaki ortoqonalliq sortindon tapilir:

Smn (19)

+00
1
P j (1 4 x2)~N-1g2varctanxp (x vy, N)P,(x,v, N)dx

Onun askar sokli asagidaki kimidir:

(20)

K T(N—n+1) F(2N —n + 1)
“n T n-NT(2N — 2n + 1) |may(2N — 2n + Dn!’

Bu foslin  {igilincli  paraqrafi iso daha ¢ox ortoqonal
coxhadlilorin tamamilo yeni kosf edilon xassosi ilo baglidir ki, bu kosf
do ikinci paraqrafda doqiq holl alindigdan sonra riyazi olaraq
meydana ¢ixir. Qeyd edilon yeni natico psevdo-Yakobi vo Ermit
ortoqonal ¢oxhadlilori arasinda indiys kimi malum olmayan birbasa
limit miinasibotinin  mévcudlugunun  gostorilmasi  vo  onun
dogrulugunun isbatindan ibaratdir.

Ermit ¢oxhadlilori ortoqonal ¢oxhadlilorin Aski sxeminos daxil
olan coxhaodlilor arasinda on sado coxhodli sayillir vo ,F, tip
hiperhandosi funksiyalarla asagidaki sokilds ifads olunurlar:

n n—-1 1

H,(x) = (2x)™,F, (—5; - —x—z), n=012 .. (1)
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Burada ,F; tip hiperhondosi funksiya 6zii asagidaki sokildo

toyin olunur:
al’ e, ar. _ o (al'”.'aT)k x_k
B (. pix) = T oist i, 22)

Vo toyinata goro
(a, -, ar)k = (@) (@),
(a) isa Pohammer simvolu olub asagidak: analitik ifadoyo malikdir:
(@)g=1vo(a)y =ala+1(a+2)-(a+k—-1),
k=1,23.. (23)

Xiisusi funksiyalar nozoriyyasindon yaxsi molumdur ki, ogor
(22) ifadssinin surstindoki Pohammer simvollarinin hasillorini toyin
edon a; adadlorindon har hansi biri — n-o barabar olarsa, harda ki, n
miisbat tam adoddir, o zaman ,.F; hiperhondasi funksiyasini toyin edon
sonsuz sira qeyd edilon n miisbat tam adodinds kasilorak sonlu como
cevrilocok vo ,.F; hiperhondasi funksiyasi 1so x doyisoninin ¢oxhodlisi
olacaq. (21) diisturu ilo toyin olunan Ermit ¢oxhadlilori asagidaki
ikinci tortib diferensial tanliyin doqiq hallidirlor:

y'(x) =2x-y'(x) +2n-y(x) = 0, y(x) = Hy(x). (24)

Ermit ¢oxhadlilori x doyisoninin biitiin hoaqiqi oblasdaki
giymatlori liclin asagidaki ortoqonalliq sortini 6doyirlor:

1 [,
\/_E f e " H,(x)H,(x)dx = 2™n! §,,,. (25)

Psevdo-Yakobi c¢oxhadlilori iso qeyd etdiyimiz kimi, ,F; tip
hiperhondasi funksiyalarla ifade olunan ortoqonal ¢oxhadliloridir vo
asagidaki qaydada toyin olunurlar:

B,(x;v,N) = wzﬂ (—n; n—2N — 1_ﬂ)’

(n—2N-1), —-N+iv ' 2
n=0,12,..,N. (26)
17



Burada, v ixtiyari haqiqi, N iso ixtiyari natural adoddir. Qeyd
edilon coxhadlilor asagidaki ikinci tortib diferensial tonliyin doqiq
halloridir:

(1+x2)y"(x) +2(v—Nx)y'(x) —n(n—2N — 1)y(x) =0,
y(x) = B,(x;v,N). (27)

(26) ifadosindon do goriiniir ki, psevdo-Yakobi ¢oxhadlilorinin
Ermit ¢oxhadlilorinden asas forqi ¢oxhadlinin {imumi tortibini tayin
edon n adadinin sonlu olmasidir. Lakin, psevdo-Yakobi ¢oxhadlilari
do Ermit ¢oxhadlilori kimi x doyisoninin biitiin haqiqi oblasdaki
qiymatlori ticlin asagidaki ortoqonalliq sartini 6doyirlor:

1
P j(l + x2) N-le2varctanxp (y:y, N)PB,(x;v,N)dx =

F(2N+1-2n)T(2N+2-2n)22"—2N-1y) s
F(2N+2-n)|[T(N+1-n+iv)|? mn:

(28)

Yuxarida geyd edildiyi kimi psevdo-Yakobi ¢coxhadlilari ilo
Ermit ¢coxhadlilari arasinda yeni limit miinasibati daxil edilmisdir. Bu
miinasibatin riyazi ifadesi asagidaki kimidir:

1
M&sz (r z N) = - Hy(x). (29)

Daha sonra iso, psevdo-Yakobi c¢oxhaodlilori ilo Ermit
coxhadlilori arasinda daha 1iki forgli limit miinasibatlorinin
moveudlugunu gostorilmisdir ki, bu limit miinasibatlori do asagidaki
ifadolors malikdirlor:

lim NZP, (r,v N) L H,(x), (30)
X 1
1\1,1_{20sz ( N,vm,N) = - Hy(x —v). 31)

(30) vo (31) limit miinasibatlorini qarsiliqlt olaraq analiz edok.
Ovvalca nazars alaq ki,

18



Po(x;v,N) = 1Py (x;v,N) =x =~ .., (32)
Hy(x) =1, H,(x) = 2x, .... (33)

Yuxaridaki ifadslords, hor iki ¢oxhodlinin n = 0 halinda
ifadolori iist-listo diisso do, n = 1 halinda bu qiymatlor forglonir vo
artiq psevdo-Yakobi ¢oxhadlisi hom v, hom do N-don asili olur. n =
1 giymotindo (30) vo (31) limitlorinin miigayisali analizino baxaq.
(30) ifadesindan aliriq ki:

. X v
(-2 = o9

Nozaro alsaq ki, burada v yuxarida geyd edildiyi kimi, ixtiyari
haqiqi adaddir, onda (34) ifadosinin hatta v — +oo sorti daxilindo do
dogrulugu pozulmayacaq. Bu o demokdir ki, (30) limit ifadosi v
haqiqi parametrinin istonilon qiymatlari ticlin dogrudur [6].

Eyni yanagsman indi iso (31) ifadesina totbiq edok. Bu zaman

alinq ki,
. X v
lim VN (- 1) = x (35)

N—-oo

Bu ifadonin digor yazilist
lim == 0 (36)

demoakdir ki, buradan aydin olaraq goriiriik ki, v — Foo qiymatlorindo
(36) ifadesinin dogrulugu pozulur. Yoni, miigayisali analizdon belo
naticoyo golirik ki, (36) ifadasi ilo verilon limit v haqiqi parametrinin
yalniz xiisusi halda sonlu qiymatlari {i¢iin dogrudur [10].

Qeyd etmok lazimdir ki, n =1 hali liglin artiq miiqayisali
analizin naticasinds dogru cavabi aldigimizdan, ytiksok tortibli n > 1
hallar1 liglin daha miirokkeb limitlori arasdirmiriq. Lakin, bu tip
analizin do eyni naticoyo gotirib ¢ixaracagi aydindir.

Dissertasiyaisinin iigiincii fasli kanonik yanasmada qeyri-
relyativistik xotti harmonik ossilyatorun doqiq hall oluna bilon Qora-
Uilyams konfaynment modelina hasr olunmusdur [1].

Qora-Uilyams kinetik enerji operatoru Ermit operator olub
asagidaki sokilds toyin olunur:
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v RE[ 1 d*  d* 1

Hy" =—— . 37
0 4 |M(x) dx? +dx2 M(x) (37)
Baxilan geyri-relyativistik xatti harmonik ossilyatorun
potensialin1 asagidaki sokildo yazsaq:
M(x)w?x? -
vw={" 2 M=o (38)
o, x| > a,

bu zaman, faktiki olaraq x = *a qiymstlorindo konfaynment
effektino tabe olan vo effektiv kiitlosi koordinatdan asili olaraq
doyison ossilyator modelini alacagiq. Konfaynment effektino nail
olmaq mogsadi ilo avvalco ossilyatorun koordinatdan asili effektiv
kiitlasi olan M (x) funksiyasi tigiin asagidaki analitik ifadoni segak:

a’m,
M=M(x) =

- (39)

Yoxlamagq olar ki, (39) ifadosi asagidaki sortlori 6doyir:
M(ta) =00, M(0) =m, lim M(x) = m,.
a—oo

Onda, (37) ifadesini, homginin, kanonik yanagmada impuls
operatorunun P, = —ih% kimi toyin edildiyini nozors alaraq,
baxilan kvant ossilyator modelinin hamilton operatoru tigiin
hzl 1 d*> d?> 1 M(x)w?x?

U — 4 M (x) dx? + dx? M(x) * 2 l (*0)

ifadosini alariq. Sado hesablamalardan sonra, uygun Sredinger
tonliyini asagidaki kimi yaza bilorik:

pe(d> M d (W ‘oam JMot?|
2M\dx? Mdx \M 2 M 7 |V =E- (D)
Nikiforov-Uvarov metodu ilo bir sera riyazi hesablamalar apararaq
alimmig ikinci tortib differensial tonliyi  Gegenbauer ¢oxhadlisinin
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ikinci doracali differensial tonliy1
1-x2)y"— (22— 1)xy +n(n+22)y = 0. (42)

ilo miiqayiso edok, burada, ¥ = C*(x) Gegenbauer ¢oxhadlilaridir.
Sads hesablamalardan sonra baxilan qgeyri-relyativistik xatti harmonik
ossilyatorun Qora-Uilyams konfaynment modelinin enerji spektri
ticlin agagidaki ifadoni alarnq:
E=EY =ho(n+3)+ »
- n 2 2mga?

(n?+n+1), (43)

Ossilyatorun stasionar hallarinin dalga funksiyalar {igiin ifado
159 asagidaki sokilds olacaq:

Y=ye) =c’ (1- —)m— cr(lmOTwaZ*%) ¢) @

Burada, C,? Y normallasma faktoru olub, asagidaki kimi toyin

edilir:

n 2

mowa? 1
Mewa? mowaz 1 (Tl + 7 + 7)1’1
, (45)

QU N
¢, =2 h T >

nmal’ (n +2m%+ 1)
C,(ll) (x) isa  ,F; hiperhondoasi funksiyalart ilo toyin olunan
Gegenbauer ¢oxhadliloridir:

7 27 _ 7 1- -
cW) = (nJ Fu (PELEE) T20. @6)

Asanligla gOstormok olar ki, a — oo limitindo, yoni
konfaynment effekti yoxa c¢ixdiqda, (43) vo (44) ifadolori uygun
olaraq sonsuz harmonik ossilyatorun enerji spektrinin vo stasionar
hallarinin dalga funksiyalarinin ifadolorini tam olaraq barpa edir.

Indi isa, tadqiq edilon kvant sisteminin V (x) potensiali iizorino
daha forqli talablor qoyaq. Deyok ki, kiitlasi koordinatdan asili olaraq
doyison harmonik ossilyator potensiali asagidaki sokildo verilir:
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M(x)w?x?
2 )

mow?a?

V(x) = (47)

lakin, x — oo hallarinda potensial 6ziinii kimi aparir.

Potensialin 6ziinii avvalkindon daha forqli aparmasi tolob edir
ki, koordinatdan asili effektiv kiitlo M (x)-in analitik ifadoasini
asagidaki kimi yazagq:

a’m,

M=Mkx) =—0,
(x) a? + x2

(48)

Sadalik tigiin hesab edacayik ki, a > 0. Onda, asanliqla
gostora bilorik ki,

a’mg,

M(0) = m, lim

x=+4co0 a?+x2

=0.

Bu sortlori nozors alaraq, uygun Sredinger tonliyini asagidaki
kimi yaza bilorik:
2 2 2 2,2
_h_ 1 d N d 1 $OU (o) +M(x)w0x
4 |M(x)dx?  dx?M(x) 2

= EQUyQU(x). (49)

PU(x)

Bir sira riyazi hesablamalardan sonra baxdigimiz Sredinger
tonliyinin hollindon aldigimiz tonliyi P,(§, v, N) psevdo-Yakobi
coxhadlilori iiclin asagidaki molum ikinci differensial tonlik ilo
birbasa miigayiso edilmoklo doqiq hall edils bilar.

(1+&2)y" —=2(v=N&y' +n(2N —n+ 1)y =0,
y =P v,N).  (50)

Bu miigayisodon asanhigla tapa bilorik ki, E9U enerji spektri
qgeyri-ekvidistantdir vo sonludur:

e (N+1) (n +N%3L_1 (n er 1) B %
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n=0,23,..,N. (51)

Stasionar hallarin dalga funksiyalar1 olan %Y (x) iso psevdo-
Yakobi ¢coxhadlilori vasitosi ilo asagidaki qaydada ifado olunurlar:

N+1
1 Tz
o _ qu 3, 22 AoXx
l/) (x) =Cy + 0o X Pn —110FN . (52)
N+1 (N +1)2

Burada, P,(¢,v,N) psevdo-Yakobi goxhadlilori olub, ,F;
hiperhandasi funksiya vasitasi ilo asagidaki kimi toyin olunur:

Pn(frer) =

(=20)"(=N + iv), (—n,n —2N 1- ix)
m-2N-1), **'\ -N+iv’ 2 /
n=0,12,..,N. (53)

YU (x) ortonormaldir vo normallasma parametri cﬁf” psevdo-Yakobi

coxhadlileri iiclin asagidaki ortoqonalliq sortindon tapilir:
1
7 f (1 + x?)~N-1g2varctanxp (x p,N)P,(x,v, N)dx

_ T(2N +1—-2n)F(2N + 2 — 2n)2%"2N"1p] 5 54
TN +2-n)|IIN+1—-n+iv)|? mn: (54)

Q

Cn Unormallasma parametrinin askar sokli agagidaki kimidir:

(55)

“n T n-NT(2N — 2n + 1) | may 2N — 21 + Dnl

Homginin, koordinatdan asili effektiv kiitlo M (x)-in N kvant
odadi vasitasi ilo asagidaki sokildo kvantlanir:
N+1

My(x) = —————
2 N+ 1+ A3x?

me. (56)

Qora-Uilyams kinetik enerji operatorlu ossilyator modelinin
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koordinatdan asili kiitloys malik potensialinin vo bu potensiala uygun
doqgiq hollordon tapilan enerji spektrlorinin N=3 giymati iiglin qrafik
tosvir edilmisdir (my = wy = h = 1).

Qora-Uilyams

Sak.1. Qora-Uilyams ossilyator modelinin koordinatdan asili kiitloys
malik (47) potensialinin vo bu potensiala uygun doqiq hallordon
tapilan enerji spektrlorinin N=3 qiymati iiclin qrafik tosviri (my =

Daqiq hallora malik bu tip ossilyator masalslorini genislondirok
va effektiv kiitlosi koordinatdan asili olaraq doyison geyri-relyativistik
harmonik ossilyatora qofildon xarici qravitasiya sahosi tosir etdikdo,
masalonin daqiq hallorini taparaq, xarici qravitasiya sahosinin todqiq
etdiyimiz kvant harmonik ossilyatorunu neco doyisdiyini miisahido
edok.

Qora-Uilyams kinetik enerji operatorunun tosiri altinda olan
geyri-relyativisttk ~ kvant harmonik ossilyatorunun qravitasiya
sahosindo doqiq hallini aragdirmazdan ovval sabit effektiv kiitloli
harmonik ossilyatorun xarici qravitasiya sahosindo hallino baxagq.
Xarici bircins qravitasiya sahosinin sabit kiitloli geyri-relyativistik
xotti-harmonik kvant ossilyatoruna tosirini nozors alsaq, ossilyatorun
potensialint agagidaki kimi yaza bilorik:

mow?x?
Ve = =5

Burada m; vo w uygun olaraq geyri-relyativistik kvant
harmonik ossilyatorunun sabit effektiv kiitlasi vo dovri tezliyidir. Bu
halda uygun Sredinger tonliyini asagidaki sokilds olar:

+ mygx. (57)

P2 mow?x?
2m, 2

+mogx|P(x) = EP(x). (58)
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Kanonik yanagmada birdl¢iilii impuls operatoru

. . d
Px = _lha

kimi toyin edildiyindon, (58) tonliyi asagidaki soklo diisiir:

h? d21/)(x)+ mow?x?
2my dx? 2

+ mogxl Y(x) = EP(). (59)

Bozi riyazi hesablamalardan sonra harmonik ossilyatorun enerji
spektri liglin asagidaki ifadoni alariq:
1\ myg?
—r9 — 0
E=E] = hw(n+§)—ﬁ,
Uygun olaragq, stasionar hallarin dalga funksiyas1 agsagidaki
ifads ilo toyin edilir:

n=0,12,.. (60)

2

1 1 mow(x+%)
Y= (x) = \/zn_m(":;))%" 2h Hnl m;w (x + %)l
(61)

Indi iso effektiv kiitlosi koordinatdan asili olan geyri-
relyativistik kvant harmonik ossilyatora qravitasiya sahasinin tasirini
aragdiraq. Bu halda harmonik ossilyatorunun potensiali asagidaki
kimi yazila bilar:

M 2,.2
Vo) = %+M(x)gx, x| <a, 62)

0, |x| > a.
Qora-Uilyams kinetik enerji operatorunun vo potensialin

ifadesini nazors alaraq tam Hamilton operatorunu asagidaki sokilde
yaza bilorik [7]:

HOV =— | — -
2M |dx? Mdx 2 M 2

M

+ M(x)gx.
(63)
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Sado hesablamalardan sonra harmonik ossilyatorun enerji
spektri tiglin asagidaki ifadoni alirq:

hZ

— p9Qu _ |1 1_ 1 2 _
E=E)" = S+ 42 a2w4hw(n+2)+2moa2(n +n+1)
mow?a? _ _ 497
T(1 1 w4a2>. (64)

Baxilan harmonik ossilyatorun stasionar hallarinin dalga
funksiyasi iso

W= = 8 (1) (14 2) ™ pma (2), 65

Burada, c,? v

coeu _ 1 j(Zn +2vVk + 1)I(n + 2vk + 1)n!

= 66
" 2\/E+% al’(n — 2k, + DI'(n — 2k, + 1) (66)
normallagma faktoru olub, Yakobi ¢oxhadlilorinin ortoqonalliq
sortindon asagidaki kimi toyin edilir:
1
j(l —x)*(1+x)# P,ﬁ“'ﬁ) (x) Pn(a'ﬁ) (x)dx
-1
2071 T(n4+a+ DI(n+B+1)
Omn-  (67)

=2n+a+,8+1 Tm+a+ L+ 1)n!

Dissertasiya isinin dordiincii fasli kanonik yanasmada qeyri-
relyativistik xotti harmonik ossilyatorun kinetik enerji operatoru
Qaliley invarianthigmma tabe olan konfaynment modelinin neca
qurulduguna hosr olunmusdur. Hazirki faslin ilk paraqrafinda bu
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sobabdon ovvolco koordinatdan asili effektiv kiitlo iiglin Qaliley
invariantlig1 halinin bozi xiisusiyyatlori izah edilir [8].

Novbati paraqrafda Qaliley invarianthig ilo uygunlasan
koordinatdan asili kiitlo yanagsmasindan istifado edilorok miixtalif
kinetik enerji operatorlarinin neco qurulmast arasdirilir vo Qaliley
invarianthigina tabe olan yeni geyri-relyativistik xotti harmonik
ossilyator modelinin doqiq halli tapilir [2].

Qaliley invariantligina tabe olan kvant harmonik ossilyatorun
konfaynment modeli {igiin kinetik enerji operatorunun analitik ifadasi
bu faslin ovvalki paraqrafinda da edilmis genis miizakirslor osasinda
asagidaki kimi se¢ilmisdir®:

s 11 1

Y == 2+“—“+“2L] (68)
o Telm@m? TPumP TP M@l

Burada, M(x) ossilyatorun koordinatdan asili olan effektiv
kiitlosidir. Bu zaman, faktiki olaraq konfaynment effektino tabe olan
va effektiv kiitlosi koordinatdan asili olan ossilyator modelini alacagiq
va bu halda konfaynment effektino nail olmagq ligiin koordinatdan asil1
effektiv kiitlo

a’m
M=M®x) =——0>1
a

— (69)

ifadasi ilo toyin edilir vo bu halda ossilyatorun Hamilton operatoru
asagidaki kimi tosvir oluna bilor [5]:

Rl 1 d2+d 1 d+d2 1 +M(x)w2x2
6 ([M(x)dx? dxM(x)dx dx%M(x) 2

ﬁQi _

Lazimi hesablamalardan sonra harmonik ossilyatorun enerji
spektri ti¢iin

4 Levy-Leblond, J.M. Position-dependent effective mass and Galilean invariance //
Physical Review A, -1995. 52, - p. 1845-1849.
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i 2
EY = hw (n + %) + nn+1)+ 37:—612, (71)
0

2mga?

stasionar hallarin dalga funksiyalari {igilin iso

mowa?

. X2\ zh o (Mewa? 1
Ax) = ¢, <1 - E) C,S ) (g) (72)

Ifadalorini almis olurug.

Foslin sonuncu paraqrafinda iso koordinatdan asili olaraq
doyison kiitlo formalizmi g¢or¢ivasindo xarici qravitasiya sahosinin
baxilan harmonik ossilyator modelina tosiri aragdirilir vo

j_]‘gQi:_h_z 1 d2 d 1 d d?* 1 M(x)w?x?

6 lMdz T axMmdx  dae M| 2

+M(x)gx.(73)

hamilton operatorluna uygun Sredinger tonliyini hall edilorok, baxilan
modelin enerji spektri vo stasionar hallarinin dalga funksiyalar tiglin
daqiq ifadalor toqdim edilir [4]:

1 1 2 1 h?
EEEngzfla) -+ ——g—<n+—)+Wn(n+1)+

2 4  a’w* 2
h? _ 2,2 l_ l_ 74
3mga? Mow~a 2 4 alw* - (74
gQI x\ ¥t (—2K4,-2kK>)
= (12" (142) A0 9.9
g9GI

Normallagma faktoru c;,

001 _ (2n + 2vk + 1)I(n + 2Vk + 1)n!
tn 2\/_+— al(n—2k; + DIT(n — 2k, + 1) ’
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Pn(a’ﬁ )(x) Yakobi ¢oxhadlilorinin ortoqonalliq miinasibatindon toyin
edilir [9].

Noticado deya bilorik ki, harmonik ossilyatorun baxilan
modeli ¢ox maraqli vo shomiyatli olub sado harmonik ossilyatordan
0z xiisusiyyetlorina goro forqlonir. Konfaynment effekti vo enerji
spektrinin geyri-xattiliyi modelin golocokdo do genis istifado edilo
bilacoayini demays imkan verir.

NOTICO

Hazirki dissertasiya isindo, ilk dofo olaraq koordinatdan asili
kiitlo formalizmi g¢or¢ivasindo iic miixtalif kinetik enerji operatoru
iciin geyri-diizbucaqli profilo malik kvant cuxurlarini tosvir edon
Sredinger tonliyi miiqayisali sokildo doqiq hall edilorok, hom enerji
spektri hom do stasionar hallarin dalga funksiyasinin agkar sokillori
tapilmigdir. Kvant c¢uxurlarinin geyri-diizbucaqli profillort moalum
harmonik ossilyator potensialinin analitik ifadesi sayssindo oldo
edilmigdir. Kvant ¢uxurlarimin divarlarinin 6ziinii sonlu vo sonsuz
hiidriirliklii aparmasi, yoni modelo totbiq konfaynment effektinin
meydana ¢ixmast 19 koordinatdan asili kiitlonin 6ziinomaxsus sokilda
analitik ifadolorinin segilmosi vasitasilo oldo edilmisdir. Umumilikda,
dissertasiya isindo asagidaki miihiim naticoalor tapilmisdir:

-Koordinatdan asili kiitlo formalizmi ¢orgivasindo Ju-Kroemer
kinetik enerji operatoru ilo ifado olunan Sredinger tonliyi harmonik
ossilyatorvari sonsuz vo sonlu dorin kvant ¢uxurlart modellori {igiin
doqiq holl edilorok gqeyri-xotti enerji spektrinin vo Gegenbauer,
Yakobi vo psevdo-Yakobi g¢oxhadlilori ilo ifads olunan stasionar
hallarin dalga funksiyasinin agkar sokillori tapilmisdir;

-Ju-Kroemer kinetik enerji operatoru ilo ifads olunan Sredinger
tonliyinin harmonik ossilyatorvari sonsuz dorin kvant cuxurlar
modeli ii¢iin doqiq hall edilorok tapilan geyri-xatti enerji spektrinin
gatirilon tezliyinin do konfaynment parametrindon asili oldugu vo bu
parametr sifira yaxinlasarkon koskin olaraq yiiksaldiyi miigsahide
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edilmisdir;

-Koordinatdan asili kiitlo formalizmi ¢or¢ivasindo Qora-
Uilyams va Qaliley invariantligina tabe olan kinetik enerji operatoru
ilo ifado olunan Sredinger tonliyi harmonik ossilyatorvari sonsuz dorin
kvant ¢uxuru ii¢iin ham xarici qravitasiya sahosinin tasiri altinda, ham
do bu ciir tosirin yoxlugunda doqiq hall edilorok, hom gqeyri-xotti
enerji spektrinin, hom do Gegenbauer vo Yakobi c¢oxhadlilori ifads
olunan stasionar hallarin dalga funksiyalarimin askar sokillori
taptlmigdir;

-Koordinatdan asili kiitlo formalizmi ¢or¢ivasindo Qora-
Uilyams va Qaliley invariantligina tabe olan kinetik enerji operatoru
ilo ifado olunan Sredinger tonliyinin harmonik ossilyatorvari kvant
cuxurlar ticlin moxsusi qiymatlori olan geyri-xatti enerji spektrlorinin
miiqayisosindon Qaliley invariantligina tabe olan kinetik enerji
operatoru ilo ifade olunan modelin enerji spektrinin homiso daha
boyiik giymatlor aldig1 miisahids edilmisdir;

-Koordinatdan asil1 kiitlo formalizmi ¢orgivasindo Ju-Kroemer,
Qora-Uilyams vo Qaliley invarianthigina tabe olan kinetik enerji
operatorlar1 ilo ifado olunan Sredinger tonliyinin harmonik
ossilyatorvari kvant g¢uxurumodellorinin doqiq hallori ilo molum
qeyri-relyativistik kanonik kvant harmonik ossilyatorunun daqiq
hallori arasinda konfaynmentin yoxa ¢ixmasi ilo barpa olunan limit
miinasibatlori tam doqiqliklo hesablanmisdir;

-Psevdo-Yakobi vo Ermit ¢oxhadlilori arasinda birbasa olagonin
movcudlugunu gostoron yeni limit miinasiboti tapilmis vo bu
miinasibatin dogrulugu riyazi olaraq isbat edilmisdir.

Yuxarida sadalanan naticolor yaxin golocokdos hom tocriibi
yolla almmis qeyri-diizbucaqli  miirokkob  profilo  miiasir
nanostrukturlarin = miixtolif ~ xarakteristikalarinin ~ kvant  fizikasi
cor¢ivosinds izahinda, hom do bir ¢ox ortoqonal ¢oxhadlilor arasinda
indiyo kimi molum olmayan birbasa limitlorin tapilmasinda boytik rol
oynaya bilar.
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