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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

 
Актуальность темы. Теория операторов и теория банаховых 

алгебр –два важных направления в функциональном анализе, и 
вообще, в анализе.  

Благодаря основополагающим работам И.М.Гельфанда, 
Г.Е.Шилова, М.А.Наймарка, М.Нагумо, С.Мазура и др., теория 
банаховых алгебр начала все больше использоваться в решениях и 
доказательствах известных задач и теорем теории операторов. Для 
этого достаточно, например, подчеркнуть, что известная спектральная 
теорема фон Неймана1 для нормальных операторов в гильбертовом 
пространстве выводится из теории банаховых алгебр, а именно, из 
принадлежащего Гельфанду и Наймарку описания коммутативных 

*C -алгебр. Вообще говоря, о связи между теорией операторов и 
банаховых алгебр, в первую очередь следуеть отметить ту же теорему 
Гельфанда и Наймарка, которая показывает, что каждая абстрактная 

*C -алгебра с единицей изометрически *-изоморфна к *C -алгебре 
операторов в гильбертовом пространстве2. При этом важную роль 
играет понятие представления банаховых алгебр, которое является, 
как бы «мостом» между абстрактными банаховыми алгебрами и 
алгебрами операторов, действующих в банаховых (в частности, 
гильбертовых) пространствах. 

Пусть ( )H H   гильбертово пространство комплексно-
значных функций на некотором множестве   такое, что для каждого 
  эволюционный функционал ( )f f   непрерывен. Тогда в 
силу теоремы М.Рисса, для каждого   существует единственная 
функция k H   такая, что ( ) ,f f k     для всех f H . Функцию 

)(zkk    называют воспроизводящим ядром пространства H .   
В 1907 году С.Заремба3 впервые нашел функции ( , )K x y  и 

гильбертово пространство kH , удовлетворяющее воспроизводящим 

                                                
1 Рудин У. Функциональный анализ. Изд. «Мир», Москва 1975, 443с. 
2 Arveson W. An invitation to *C -algebra, Springer-Verlag, 1976, 106p. 
3 Zaremba S.L. L’equation biharmonique et une classe remarquable de functions 
fundamentals harmoniques. Bull. Int. Acad. De Cracovie, 1907, p.147-196. 
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свойствам для классов гармонических функций. Затем идея 
воспроизводящих ядер появилась в диссертациях Г.Сегьё, С.Бергмана 
и С.Бохнера. В частности, С.Бергман вводил воспроизводящие ядра от 
одного и нескольких переменных для классов гармонических и 
аналитических функций, и он назвал их ядерными функциями. 
Важные результаты были получены именно с использованием этих 
ядерных функций в теории функции от одного и нескольких 
комплексных переменных, в теории конформных отображений и т.д. 
Кроме того, в теории вероятности понятие воспроизводящих ядер 
было использовано А.Н.Колмогоровым, Е.Парзеном и другими. 

Отметим, что общая теория воспроизводящих ядер начиная с 
1943 года, разработана Н.Ароншайном и развита Л.Шварцем, а также 
М.Г.Крейном в несколько другом контексте. Дальнейшее развитие 
теории получено в работе Ароншайна4. 

Современное состояние теории пространств и ядер, Бергмана 
отражено в работах Н.Н.Тарханова, Х.Хеденмальма, Б.Коренблюма, 
К.Жу и В.А.Малышева. Связи между теорией воспроизводящих ядер и 
описанием инвариантных подпространств операторов, кажется, 
впервые появилась в работе Х.Шапиро.  

 Символ Березина A~  линейного оператора A , действующего в 
функциональном гильбертовом пространстве (коротко, ф.г.п.) 

( )H H  , обладающим воспроизводящим ядром ( , ),K x y  
определяется формулой 

 y
yxK
yxK

yxK
yxKAyA ,

),(
),(,

),(
),(:)(~

. 

Символ Березина впервые был введен Ф.А.Березиным5. В 
действительности, Березин вводил понятия ковариантного и 
контравариантного символа оператора. С.Бергер и Л.Кобурн впервые 
фактически использовали контравариантный символ оператора 
Теплица, то есть символ Березина оператора Теплица. 

                                                
4 Aronszajn N. Theory of reproducing kernels. Trans. Amer. Math. Sc. 1950, 
p.337-404. 
5 Березин Ф.А. Ковариантные и контравариантные символы операторов. Изв. 
АН СССР, сер. мат. 1972, т.36, с.1134-1167. 
  



 
9  

 Центральную роль в этой теории играет формула следа для 
ядерных операторов A , полученная Березиным6 с помощью символа 
Березина. Березин вывел из этой формулы классическую асимптотику 
спектра эллиптического дифференциального оператора с постоян-
ными коэффициентами в области пространства nC . 

Именно этот результат Березина, видимо, дал толчок к 
дальнейшей характеризации операторов из классов Шаттена-Неймана 
в терминах их символов Березина. Например, Э.Нордгрин и 
П.Розенталь характеризовали компактный оператор, действующий в 
так-называемом стандартном ф.г.п., в терминах символов Березина 
его унитарных орбитов.  
 Символ Березина очень эффективен во многих случаях в том 
смысле, что он содержит много информаций для оператора. 
Оказывается, что во многих ф.г.п. оператор A  однозначно 
определяется своим символом Березиным A~ . Успешно применяется 
он в исследовании операторов Теплица и Ханкеля. Естественно 
возникает вопрос: какие еще информации для оператора носит его 
символ Березина? 

Вопрос является тонким и отсутствует общий ответ его. 
Некоторые положительные результаты содержатся в известной книге 
К.Жу, а негативные результаты получены в работах Ш.Акслера, 
П.Розенталья и Э.Нордгрина и П.Розенталья. Поэтому представляет 
интерес найти новые применения техники символов Березина в 
теории операторов. 
 Это направление, начало которому положили работы 
Ф.А.Березина 70-х годов, переживает сейчас второе рождение. При 
этом внимание уделяется как вопросам, лежащим на стыке теории 
операторов и алгебры, так и аналитическим вопросам точного 
описания свойств операторов Теплица и Ханкеля в терминах их 
символов. Обсуждаемое направление –бурно развивающаяся область, 
окончательные очертания которой, вероятно, еще не видны. 
 Пусть H -гильбертово пространство и ( )B H -алгебра 
линейных ограниченных операторов в H . Числовой областью 
оператора ( )A B H  называют множество  

                                                
6 Березин Ф.А. Квантование. Изв. АН СССР, сер. мат. 1974, т.38, с.1116-1175. 
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 1( ) , : ( )W A Ax x x H  . 
Числовой радиус определяется равенством  

 ( ) : sup : ( )w A W A   . 
Важность изучения числовой области операторов объясняется тем, 
что ( ) ( )A W A   ( ( )A -спектр оператора A ) и  

11 1( )
( , ( )) ( , ( ))

A I
dist A dist W A


  

    

для всех )(\ AWC  (П.Халмош, Д.Густавсон, К.Рао и др.). 
Числовая область является важным для изучения операторов. В 
частности, геометрические свойства ( )W A  часто дают необходимую 
информацию об алгебраических и аналитических свойствах оператора 
A .  
Например, известно, что  ( )W A   тогда и только тогда, когда 

R )(; AWIA   тогда и только тогда, когда *; ( )A A W A  имеет 
внутреннюю точку тогда и только тогда, когда существует Cba,  с 

0a   такие, что aA bI  является самосопряженным. Кроме того, 
если A -нормален, то ( ) ( )W A conv A , где convS  обозначает 

выпуклую оболочку множества S . Следовательно, ( )W A  полностью 
определяется по спектру ( )A  нормального оператора A  (П.Халмош, 
Ч.-К.Ли, J.-T. Пун и др.).  

Известно также, что для любого ( )A B H  
1 ( )
2

A w A A   

(П.Халмош, Д.Густавсон, К.Рао и др.). 
Для конкретных операторов представляет особый интерес 

явное описание числовой области и получение для их числового 
радиуса более тонких оценок, чем вышеприведенных. Так, например, 
И.М.Юсубов доказал, что числовая область оператора левого сдвига 
L , действующего в n -мерном унитарном пространстве по формуле  

1 2 2 3( , ,..., ) ( , ,..., ,0),n nL x x x x x x  
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является замкнутым кругом с центром в начале координат и с 

радиусом, равным cos
1n




. У.Хаагеруп и Д.Харп получили для 

числового радиуса произвольного нильпотентного оператора 
( )N B H  изящную оценку  

( ) cos ,
1

w N N
n





 

где 2n  -порядок нильпотентности оператора N  (т.е. 
1, 0n nN O N   ). Однако, в общем случае до сих пор явна не 

описана числовая область ( )W N  оператора N . Поэтому, изучение 
числовой области и числового радиуса операторов из классов 0C  и 

00C  Секефальви-Надя и Фояша безусловно представляет интерес. 
Напоминаем, что оператор T  принадлежит классу 0C , если 

существует функция )(DH  (банахова алгебра всех ограничен-
ных аналитических функций в единичном круге )D  такая, что 

,0)( T  и что 00CT  , если 0limlim *  n

n

n

n
TsTs . 

Пусть X -сепарабельное банахово пространство и )(XBA . 
Напомним, что подпространство XE   называется циклическим 
подпространством для оператора A , если   XnEAspan n  0: , где 

 ...span -замкнутая линейная оболочка множества  ...  в 

пространстве X . В частности, вектор Xx  называется 
циклическим для ,A  если   XnxAspan n  0: . Кратность спектра 
оператора A  определяется по формуле 

  XnEAspanEA n  0::diminf)( . 
Подпространство XE   называется инвариантным 

относительно оператора A , если EAE  , т.е., если EAx  для всех 
Ex . Одна из фундаментальных проблем теории операторов состоит 

из исследования этих трех взаимосвязанных понятий. Эти проблемы 
имеют достаточно широкую область применения. Например, если 

]1,0[CX   и xMA  , где )()( xxfxfM x  - оператор умножения в 
]1,0[C , то классическая аппроксимационная теорема Вейерштрасса 
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означает просто, что 1 является циклическим вектором для оператора 
xM  (Н.К.Никольский, Г.Раджави, П.Розенталь, Б.Секефальви-Надь, 

Ч.Фояша и др.).  
Отметим также, что понятие циклическое подпространство 

важно в связи с общей проблемой существования нетривиального 
инвариантного подпространства оператора, потому, что оператор 

)(XBA  не имеет нетривиальное инвариантное подпространство в 
том и только в том случае, если каждый ненулевой вектор Xx  
является циклическим вектором оператора  A . 

Пусть )(XBA  и C -некоторое число. Если AY YA  
для некоторого ненулевого оператора )(XBY  , то   называется 
обобщенным собственным значением оператора A  и Y  называется 
обобщенным собственным вектором оператора A  (М.М.Маламуд, 
И.Бисвас, А.Ламберт, С.Петрович и др.). Эти два понятия приобрели 
популярность после знаменитой теоремы В.И.Ломоносова о 
существования нетривиального гиперинвариантного подпространства 
для компактного оператора. В дальнейшем С.Браун и Х.Ким, Р.Мур и 
К.Пирси обобщили теоремы Ломоносова показав, что если оператор 

)(XBA  имеет ненулевой компактный обобщенный собственный 
вектор, то A  имеет нетривиальное гиперинвариантное подпростран-
ство. Поэтому представляет интерес задача об описании обобщенных 
собственных векторов конкретных классов операторов. 

Обычная свертка   и так-называемое произведение Дюамеля 
  для двух подходящих функций )(xf  и )(xg , определяются по 
формулам  

.)()())((

)()())((

0

0









x

x

dttgtxf
dx
dxgf

dttgtxfxgf
. 

Хорошо известно, что сверточная банахова алгебра является 
радикальной алгеброй (И.M.Гельфанд, Д.Ф.Райков, Г.Е.Шилов, 
С.Риккарт и др.). Однако, банахова алгебра функций с умножением 
произведения Дюамеля   (будем называть ее алгеброй Дюамеля) не 
является радикальной, и она мала изучена; нам известны лишь работы 
Н.Уигли, где впервые начато изучение такой алгебры, а также работы 
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К.Меррифилда и С.Ватсона и Дж.Стюарта. Поэтому представляет 
естественный интерес задача об описании замкнутых идеалов алгебры 
Дюамеля ),( A , а также найти новые области для применений 
алгебры Дюамеля, и вообще, произведений Дюамеля. 

Пусть H -гильбертово пространство. Дж.Дедденс определил 
для каждого обратимого оператора A  из )(HB  следующую алгебру:  







  


X

nn

n
A CXAAHBXB

0
sup:)( . 

Им доказано, что если 0A , то алгебра AB  совпадает с гнездовой 
алгеброй (термин гнездовая алгебра принадлежит У.Арвезону), 
порожденной гнездой    0:,0 AE , где AE -спектральная мера 
оператора A , которое дает удобную характеризацию гнездовых 
алгебр. Далее, И.Тодоров распространил результат Дедденса к слабо 
или сильно замкнутым бимодулям гнездовой алгебры. Дж.Дедденс и 
Т.Вонг доказали, что если NIA   , где  0\C  комплексное 
число и N -нильпотентный оператор, то алгебра AB  совпадает с 

коммутантом  A  оператора A . Доказательство этого утверждения 
существенно опирается на гильбертовость пространства H . Поэтому 
представляет интерес задача об обобщении результата Дедденса и 
Вонга для любой унитальной банаховой алгебры, в частности, для 
банаховой алгебры )(XB  операторов в банаховом пространстве X .  

В силу вышеизложенных, актуальной представляется 
дальнейшее изучение воспроизводящих ядер и символов Березина, 
задачи связанные с ними, а также их применений в теории операторов. 
А также актуальными представляются задачи изучения числовой 
области и числового радиуса операторов, не являющихся 
нильпотентными, в частности, операторов из класса 00C , и алгебр 
Дюамеля и Дедденса и их применений.  

Цель работы. Диссертация посвящена, в основном, изучению 
следующих вопросов: 
 исследовать некоторые задачи, связанные с воспроизводящим 
ядром и символом Березина, в частности, исследовать граничные 
поведения символов Березина операторов и использовать ее для 
характеризации операторов из класса Шаттена фон Неймана, 
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обобщить теоремы единственности для символов Березина и функции 
расстояния Никольского для более общих ф.г.п.;  
 применить технику воспроизводящих ядер и символов Березина в 
исследовании инвариантных подпространств и обратимости 
операторов, а также изучить некоторые специальные вопросы из 
теории суммирования с привлечением техники символов Березина;  
 изучить числовую область и числовой радиус некоторых 
операторов из классов  0C  и 00C , а также исследовать множество 
Березина и число Березина некоторых операторов, особенно 
модельных операторов )(  M ; 
 применить технику банаховых алгебр в описании циклических 
векторов некоторых вольтерровых операторов, в описании замкнутых 
идеалов алгебр Дюамеля, в исследовании кратности спектра прямых 
сумм операторов и представлений банаховых алгебр, а также в 
описании обобщенных собственных векторов оператора 
интегрирования; 
 изучить некоторые специальные свойства элементов абстрактных, 
а также операторных банаховых алгебр, исследовать алгебры 
Дедденса и подпространства Шульмана, и изучить их некоторые 
свойства, описать коммутанта операторов в терминах алгебры 
Дедденса и подпространства Шульмана, а также исследовать 
некоторые задачи для операторов, допускающих -унитарных 
дилатаций и приводящие подпространства некоторых операторов 
Теплица. 

Научная новизна.  
1. Изучено граничное поведение символов Березина операторов, 
действующих в пространствах Бергмана и Харди, и отрицательна 
решена одна задача Н.Зорбоски. Доказаны теоремы единственности 
для символов Березина и функции расстояния. Частично решена 
задача Р.Янга о воспроизводящих ядер подмодулей модуля Харди 

)(2 DDH .Дана характеризация некоторых операторов, включая 
функции от модельных операторов, из класса Шаттена-фон Неймана в 
терминах символов Березина. А также дается контрпример к одному 
вопросу С.Бергера и Л.Кобурна о компактном операторе, 
действующий в стандартном ф.г.п. 
2. С применением метода символов Березина даются 
альтернативные доказательства классических теорем Абеля для 
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последовательностей и рядов комплексных чисел. Вводится понятие 
)(e - сходимости для последовательностей и рядов, дается критерий 

для )(e - сходимости и доказывается регулярность этой сходимости. С 
применением техники символов Березина доказаны теоремы типа 
Берлинга-Арвезона для инвариантных подпространств в более общих 
ф.г.п. А также исследуется обратимость операторов в ф.г.п. с 
привлечением техники символов Березина и базисов Рисса.  
3. Полностью описана числовая область произвольного 
компактного нильпотентного оператора A  в гильбертовом 
пространстве с порядком нильпотентностью равным 2, доказав, что 
она является замкнутым кругом с центром в начале координат и с 

радиусом равным 
2
A

. Также рассматривается множество Березина и 

число Березина модельных операторов и дается некоторая 
локализация числовой области оператора в терминах множеств 
Березина. 
4. С применением метода произведений Дюамеля описаны 
циклические векторы и инвариантные подпространства некоторых 
сверточных операторов, включая обычный оператор интегрирования и 
оператора двойного интегрирования. В частности, решена одна старая 
задача из теории инвариантных подпространств в пространстве 
Фреше, а именно, доказана одноклеточность оператора интегрирова-
ния в пространстве бесконечно дифференцируемых функций  на 
отрезке  1,0 . Описаны обобщенные собственные векторы оператора 
интегрирования, действующего в пространстве ]1,0[pL . С 
использованием техники банаховых алгебр вычислены кратности 
спектра прямых сумм некоторых операторов и представлений 
банаховых алгебр. Введено понятие алгебра Дюамеля и изучены ее 
некоторые свойства.  
5. Изучаются некоторые свойства элементов абстрактных и 
операторных банаховых алгебр. Вводятся понятия алгебры Дедденса и 
подпространство Шульмана, и изучаются их некоторые свойства и 
взаимосвязи. В частности, описывается коммутант оператора в 
терминах алгебры Дедденса и подпространства Шульмана. Алгебра 
Дедденса используется также в исследовании обобщенных 
собственных векторов операторов.  
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6. Дается обобщение и сравнительно простое доказательство 
некоторых теорем для операторов из класса  C . Изучаются 
некоторые вопросы, связанные с так-называемым классом 
квазидиагональных операторов по Халмошу. Обобщается один 
результат Дедденса и Вонга для нильпотентного оператора в 
гильбертовом пространстве на любую банахову алгебру с единицей. 
Исследуются приводящие подпространства оператора Теплица в 
пространстве Харди )(2 DH .  

Метод исследования. Используется ряд глубоких фактов 
функционального анализа, теории операторов, теории банаховых 
алгебр, теории суммирования, теории пространств Харди и теории 
сверхточных алгебр. 
 Теоретическая и практическая ценность. Полученные в 
диссертации результаты носят теоретический характер и могут быть 
использованы в различных вопросах теории операторов и теории 
банаховых алгебр, теории функциональных гильбертовых 
пространств, а также при исследовании различных задач в 
пространствах Харди и Бергмана. 
 Апробация работы. Результаты диссертации неоднократно 
докладывались на общеинститутском семинаре ИММ НАНА, на 
семинаре кафедры «Теория функций и функциональный анализ» БГУ 
(рук. проф. А.М.Ахмедов), на семинаре отдела «Функциональный 
анализ» ИММ НАНА (рук. проф. Н.Ш.Искендеров), а также на 
Республиканских конференциях (1989, 1994, 1995, 1998), 28-й 
Иранской ежегодной конференции по математике (1997, Тебриз), 30-й 
Иранской международной конференции по математике (1999, 
Ердебил), 1-ом всемирном турецком математическом симпозиуме 
(1999, Елази), международной конференции по числовой области и 
числовом радиусе (2006, Бремен), международной конференции по 
комплексному анализу и теории потенциала (2006, Гебзе), 
международной математической конференции (2008, Стамбул), 
международной конференции по анализу и его применениям (2008, 
Алигарх), 7-м международном конгрессе по анализу и его 
приложениям (2009, Лондон), международной конференции по 
анализу и применениям (2010, Мусгат), международной конференции 
по теории операторов и ее приложениям (2010, Берлин), в 
Стамбульском Университете им. Сабанчы (рук. Проф. А.Айтуна), в 
Анкаринском Университете (рук. проф. Ч.Орхан), в Льйонском 
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Университете (рук. проф. И.Чалендарь), на различных 
международных и республиканских научных конференциях, 
проведенных в Баку.       
 Публикация. Основные результаты диссертации опубликованы 
в 46 работах, список которых приведен в конце автореферата. 

Структура и объем работы. Диссертационная работа состоит 
из введения, пяти глав и списка литературы, содержащего 198 
наименований. Объем работы 252 страниц. 

 
 

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
 

 Во введении приводится краткий обзор результатов, 
связанные с темой диссертации, обосновывается актуальность темы и 
излагаются основные результаты. 

Глава I посвящена решениям некоторых задач для 
воспроизводящих ядер и символов Березина.  
 В 1.1 даны основные определения, обозначения и 
предварительные сведения.  
 В 1.2 изучается граничное поведение символов Березина. 
Дается контрпример к следующему вопросу Н.Зорбоски7: существуют 
ли радиальные пределы почти всюду на единичной окружности 
символа Березина произвольного линейного ограниченного оператора, 
действующего в пространстве Бергмана )(2 DaL ?  
 Основным результатом этого параграфа является следующий 
контрпример.  
 Пример 1.2.3. Пусть ic

n na  , где  0\Rc , и пусть 








n

j
jn na

n
b

0

0,
1

1
 (мы положим 0:0 a ). Пусть  nbD -

диагональный оператор относительно стандартного ортонормирован-
ного базиса   01)(  n

n
n znze  пространство Бергмана )(2 DaL . 

Тогда символ Березина  nbD~  оператора   nbD  не имеет радиальные 
граничные значения нигде в единичной окружности T . 

                                                
7 Zorboska N. Proc. Amer. Mth.Soc. 2003, v.131, p.793-800. 
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 В 1.3 доказаны некоторые теоремы единственности для 
символов Березина и функции расстояния )(E , определенный 
Н.К.Никольским8 по формуле  

 ( ) sup ( ) : , 1 ,E f f E f       ,  

где E H  замкнутое подпространство H . 
Основными результатами этого параграфа являются 

следующие, которые обобщают известные результаты 
Н.К.Никольского, Э.Фриджина и Р.Янга. 

Лемма 1.3.2. Пусть )( HH -гильбертово пространство, 
элементы которого являются функциями на некотором множестве  . 
Если H  обладает свойствами  1i  и  2i , то соответствие AA ~

  
является взаимно однозначным.       

Теорема 1.3.4. Пусть )( HH -гильбертово пространство, 
элементы которого являются функциями на некотором множестве  , 
которое удовлетворяет условиям  1i  и  2i . Пусть 1E  и 2E  являются 
замкнутыми подпространствами пространства H . Тогда имеют место 
следующие утверждения:  
(а) если )()()(

21
  EE , то 1 2E E ; 

 (б) если )()()( ,, 21
   EE kk , где ,iEk  есть воспроизво-

дящее ядро подпространства  ),,2,1( iEi  то 21 EE  . 
В 1.4 частично решается одна задача Р.Янга9, которая состоит 

в следующем: если 21, EE -два подмодуля модуля )(2 DDH  с 
воспроизводящими ядрами )(,1

zkE   и )(,2
zkE  , соответственно, то 

вытекает ли из неравенства )()()( ,, 21
DD   EE kk  

включение 21 EE  ? 
Для функций )(2 nHf D  будем обозначать через ][ f  

наименьшее инвариантное подпространство операторного пучка 

1
: ( ,..., )

nz z zM M M , действующего в )(2 nH D .  
Основной результат этого параграфа -следующая теорема.  

                                                
8 Никольский Н.К. Ann.Inst.Fourier, Grenoble, 1995, v.45, p.143-159. 
9 Yang R. Int.Equat.Oper.Theory, 2004, v.48,p.411-423. 
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Теорема 1.4.1. Пусть 21, EE -два подмодули модуля )(2 nH D  с 
воспроизводящими ядрами )(,1

zkE  , )(,2
zkE  , соответственно, такие, 

что ][ 01 fE   для некоторого 10 Ef   с 10 f  (т.е. 1E -циклический 

подмодуль) и )()( ,, 21
  EE kk   для всех nD . Тогда 21 EE  . 

Для 2n , теорема 1.4.1 дает частичный ответ  на вопрос 
Р.Янга. 

В 1.5 дается контрпример к одному вопросу С.Бергера и 
Л.Кобурна. Напоминаем, что в стандартных функциональных 
гильбертовых пространствах )(H  компактность оператора A  

влечет равенство 0)(~lim 





A . С.Бергер и Л.Кобурн10 поставили 

вопрос о справедливости обращения последнего утверждения в 
пространствах Харди и Бергмана. Здесь мы приведем пример в 
пространстве Бергмана )(2 DaL , отрицательно отвечающий на вопрос 
С.Бергера и Л.Кобурна. 

Пример 1.5.1. Рассмотрим оператор одностороннего 
взвешенного сдвига 1, ( ) ( ), 0,n n nT T e z e z n     с весовой 
последовательностью  

 
0

0 2
1)1(
















n

n
nn n

n , 

в пространстве Бергмана )(2 DaL ; здесь ( ) 1 ,n
ne z n z  , 

1, 0z n  -ортонормированный базис в пространстве Бергмана 

)(2 DaL . Тогда символ Березина )(~ T  оператора T  обращается в 
нуль на границе D  круга D , но T  не является компактным 
оператором в пространстве  )(2 DaL . 
      В 1.6 характеризуются операторные идеалы Шатена-фон Неймана 
в терминах символов Березина.  
 Настоящий параграф мотивирован вопросами Э.Нордгрина и 
П.Розенталя11. 
                                                
10 Berger C, Coburn L.A. Proc.NAS USA, 1986, v.83, p.3072-3073. 
11 Nordgren E., Rosenthal P. Oper.theory: Adv.Appl. 1994, v.73, p.362-368. 
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 Для каждой функции H  оператор )(  M  определяется по 
формуле   KffPfM  ,)( .  
  Основными результатами этого параграфа являются 
следующие теоремы.  

Теорема 1.6.1 Пусть  -внутренняя функция и H -
непостоянная функция. Положим  

   2 ~

,

( ) (1 ( ) ) ( ) ( )
:

( )
z z M z

h z
z


 

  


 
 . 

Тогда верны следующие утверждения:  
1)   )(M  тогда только тогда, когда  ~

, ( )h H C T 
  ;  

2) )0()(  pM p   тогда и только тогда, когда 

 ~1/
,

p
ph H B 

  . 

 Теорема 1.6.4. Пусть )( KK -стандартное ф.г.п. над 
некотором множестве  , KKA : -линейный ограниченный 
оператор и KH  -замкнутое A -инвариантное подпространство (т.е. 

HAH  ). Тогда оператор |A H  является компактным оператором в 
том и только в том случае, если  

 1

~1lim ( ) ( ) 0
U H

P U AU


 



  

для всех унитарных операторов KKU : . 
 Глава II диссертации посвящена применениям техники 
воспроизводящих ядер и символов Березина в различных вопросах 
анализа и теории операторов, включая теорию суммирования, 
инвариантные подпространства и задачи обратимости операторов. 
 В 2.1 с применением техники символов Березина мы даем 
функционально аналитические доказательства классических теорем 
Абеля в теории суммирования.  
 В 2.2 мы даем одно обобщение метода Абеля для сходимости 
последовательностей и рядов комплексных чисел, которое мы назовем 

)(e -сходимостью. В терминах символов Березина, мы даем критерий 
для  e -сходимостей и докажем регулярность метода  e  -сходимости 
для последовательностей. 
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 Определение 2.2.1. Пусть )( HH -функциональное 
гильбертово пространство над некотором множестве   с непустой 
границей   с воспроизводящим ядром 

0
( ) ( ) ( )n n

n
k z e e z 





 , 

где   0)(:  nn zee -ортонормированный базис пространства H . Пусть 
  0nna -произвольная последовательность комплексных чисел. 
(1) Мы будем говорить, что   0nna  является  e -сходящим к a , если 

ряд 


0

2)(
n

nn ea   сходится для всех   и  

aea
e n

nn

n
n











 0

2

0

2
)(

)(

1lim 



 

существует. 

(2) Мы говорим, что ряд 


0n
na   e -сходится к a , если ряд 




0

2)(
n

nn ea   сходится для всех   и  

aea
n

nn 



 0

2)(lim 


 

 существует.  
 Теорема 2.2.2. )(i  Если   0nna -ограниченная последователь-
ность комплексных чисел, то  na   e -сходится к L , тогда и только 
тогда, когда  

  LD
ka 


)(~lim 


 

существует.  
)(ii  Если   0nna -ограниченная последовательность комплексных 

чисел, то ряд 


0n
na  является  e -сходящимся к L , тогда и только 

тогда, когда  
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  LDe
ka

n
n 













)(~)(lim
0

2 


 

существует. 
)(iii  Если H  является стандартным функциональным гильбертовым 

пространством, то метод  e -сходимости для последовательностей 
является регулярным. 

В 2.3 мы используем понятия воспроизводящих ядер, символа 
Березина и функции расстояния Никольского, для описания 
инвариантных подпространств операторов в некоторых ф.г.п.. В 
частности, даются описания инвариантных подпространств некоторых 
классов теплицевых операторов в 2H . Одним из основных 
результатов этого параграфа является следующее. 

Следствие 2.3.4. а) Если  -внутренняя функция и 2HE   
является замкнутым подпространством, то EET   тогда и только 
тогда, когда  

 D



 









E

i
iEP

dim

1

2
2

2

)(
)(1

1
)(~  

для некоторого ортонормированного базиса   1ii  подпространства 
EEE  θ: . 

б) Если nzz )( , то EEzn   тогда и только тогда, когда  

 D



 









n

i
inEP

1

2
2

2

)(
1
1

)(~
. 

 Если 2HE   является nz -инвариантным подпространством 
с конечной коразмерности, тогда соответствующие функции 

( 1, 2,..., )i i n   в последней формуле являются конечными 
произведениями Бляшке.  
 В 2.4 мы даем другое доказательство теоремы Берлинга об 
описании z -инвариантных подпространств12 в пространстве Харди 

                                                
12 Beurling A. Acta math. 1949, v.81, p.239-253. 



 
23  

2H , основанное на техники воспроизводящих ядер и операторов 
Теплица. 

В 2.5 доказывается теорема типа Берлинга-Арвезона для 
общих ф.г.п.. 

Заметим, что известное описание А.Берлинга об инвариантных 
подпространств 2HE   оператора сдвига S  эквивалентно к 

равенству 
2)()(~  EP  для некоторой внутренней функцией   и 

для всех D . С другой стороны, У.Арвезон13 изучал важное 
пространство 2

dH  (названное впоследствии пространством Арвезона) 

аналитических функций в единичном шаре dB  пространства dC  с 

воспроизводящим ядром   1

1 1 2 2( ) 1 ... d dk z z z z   


     . Он 

доказал, что для каждого подмодуля 2
dE H  существует 

последовательность мультипликаторов  i  из 2
dH  такая, что 

*

1
ii

MMP
i

E 


  в сильной операторной топологии, и следовательно, 





1

2)()(~
i

iEP  . Если E  содержит ненулевого полинома, 

Арвезон14 доказал, что последовательность  i  является 
«внутренней», в том смысле, что для почти всех dB  
относительно нормированной естественной меры   в Bd  





1

2 1)(
i

i   при некасательном приближении   к точке  , или 

эквивалентно, 1)(~ EP  при   некасательно. Общий случай 
был доказан У.Грином, С.Рихтером и К.Сандбергом. 

В этом параграфе мы изучаем аналогичные вопросы для 
общих ф.г.п. Основной результат - следующий. 

Теорема 2.5.1. Пусть )(DHH  -сепарабельное ф.г.п. 
комплекснозначных функций над единичном круге D  с 
воспроизводящим ядром ,Hk  такое, что )()( HMultH  D . 

                                                
13 Arvezon W. Acta math. 1998, v.181, p.159-228. 
14 Arvezon W. Reine Angew. Math. 2000, v.522, p.173-236. 
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Предположим, что оператор сдвига S  является  изометрией в H . 
Если HE   замкнутое подпространство такое, что ESE  , тогда 
существуют функции SEEi θ  такие, что  

1, 1,2,...,dim( θ )i H i E SE    
и  

  D










 









,
1

1)()(~
2

,
2

)θdim(

1

2

HH

SEE

i
iE

k
P . 

Следствие 2.5.2. Пусть )( HH -стандартное ф.г.п., 
удовлетворяющее условиям теоремы 2.5.1. Тогда для каждого S -
инвариантного подпространства E  с конечной коразмерности мы 
имеем  

  1)(
1

1lim
)θdim(

1

2
2

,
2 







SEE

i
i

HHk


 


. 

Учитывая, что модуль Харди )(2 DDH  и пространство 
Арвезона )(: 22 dHH C  являются стандартными ф.г.п., следующее 
следствие улучшает результаты Р.Янга и У.Арвезона.  

Следствие 2.5.4. (a) Если замкнутый подмодуль 
)(2 DD HE  имеет конечную коразмерность, то

 2
lim ( ) 1EP







D
. 

(б) Пусть E  замкнутый подмодуль пространства Арвезона 2H , 
который имеет конечную коразмерность. Тогда каждая последо-
вательность мультипликаторов 1 2, ,...,   удовлетворяющая 

E
n

PMM
nn
 

* , является внутренней, т.е.  
 n

n 1)(lim 2


 для 

всех  dB . 
В 2.6 исследуется обратимость операторов в ф.г.п. с 

привлечением техники символов Березина и базисов Рисса. 
Основным результатом этого параграфа является следующее.  
Теорема 2.6.4. Пусть   1 nn -Карлесонова последова-

тельность различных точек из D , B -соответствующее произведение 
Бляшке,  1::  nkX

n
-соответствующий базис Рисса в модельном 
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пространстве 22θBHHKB  , и пусть 1( )r X U U    

соответствующий констант Рисса для семейства X . Пусть 
)( 2HBA  такой оператор, что BB KKA * , и обозначим 

BBA KAPM  , где BP -ортогональный проектор из 2H  на BK . 
Предположим, что  

1) 







 




 A
n

n nn
kAkA   :ˆ)(~ˆ

2/1

1

2
 

и 

2) 







 




 *:ˆ)(~ˆ

2/1

1

2**
A

n
n nn

kAkA   , 

где A~  обозначает символ Березина оператора A . Если  
   


 *,max::)(~inf 0 AAz

UXrzA 
D

, 

тогда оператор AM  является обратимым в BK  и  
1

1

)(











 AA U

Xr
M 

. 

Глава III посвящена, в основном, изучению числовой области 
и числового радиуса некоторых операторов из классов 0C  и 00C . 
Также рассматривается множество Березина и число Березина 
некоторых операторов, особенно модельных операторов )(  M . 
Дается некоторая локализация числовой области оператора в 
терминах множеств Березина. 

Основным результатом 3.1. является следующая теорема, 
которая описывает числовую область произвольного квадратичного 
нильпотентного оператора в H .  

Теорема 3.1.7. Пусть H -комплексное гильбертово 
пространство и )(HBT  -ненулевой оператор такой, что 02 T . 
Тогда числовая область )(TW  оператора T  есть диск (открытый или 

замкнутый) с центром в 0  и с радиусом 
2
T

. 
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Следствие 3.1.8. Если )(HBT   является ненулевым 
компактным оператором такой, что 02 T , тогда )(TW  является 

замкнутым диском с центром в 0  и с радиусом 
2
T

.  

Пример 3.1.9. Пусть   



x

x

dttfxfV )()(0 -кососимметрический 

вольтерров оператор в пространстве )1,1(2 L . Тогда его числовая 
область )( 0VW  является замкнутым диском с центром в 0  и с 

радиусом 

2

, т.е. /20)( DVW . 

В 3.2 доказывается неравенство типа У.Хаагерупа и Д.Харпа 
для некоторых сжатий из класса 00C . 

Пусть )(2 EHx  и ei xxx  -ее внутренне–внешняя 

факторизация, где ex  является скалярной функцией. Основной 
результат этого параграфа следующая теорема. 

Теорема 3.2.2. Пусть  -двусторонняя внутренняя функция, 
)(θ)( 22 EHEHK    ( E -некоторое вспомогательное гильбертово 

пространство) –модельное пространство и  KSPM E  
соответствующий модельный оператор. Предположим, что 
существует 1( ) ( )x K H E

   и целое число 1n  такие, что:  

(а) )(* DHxS e
n , где S -односторонний сдвиг в )(22 DHH  , 

zfSf  ;  

(б) 0, xxM k
  для всех nk  ; 

(в) )(,  MwxxM  . 

Тогда 
1

cos)(



n

Mw 
 .  
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Следующий результат дает лучшую оценку, чем в теореме 
Хаагерупа-Харпа15. 

Следствие 3.2.5. Предположим, что )(HBT   удовлетворяет 
условиям: 0,1 3  TT  и существует 1)(Hx  такой, что 

0,2 xxT  и )(, TwxxT  . Тогда 
2
1)( Tw . 

В 3.3 оценивается числовой радиус некоторых сжатий из более 
общих классов. Например, доказана следующая теорема. 

Теорема 3.3.3. Пусть )(HBT  -сжатие такое, что для 

каждого 0  существует 1)(Hx   такой, что  xT n  для 

некоторого 2n  и     xTxTw , . Тогда  
1

cos



n

Tw 
. 

В 3.4 вводятся понятия множество Березина и число Березина 
операторов, действующих в ф.г.п. )( HH , которые определяются 

формулами )~()( ARangeABer   и  

   :)(~sup)( AAber , и для конкретных операторов даются их 

явные описания. В частности, доказывается, что 49084,0)( Vber  

для оператора интегрирования 
z

dttfVf
0

)(  в (D)2H . 

Один из основных результатов этого параграфа локализует 
замыкание числовой области оператора )(HBA  в терминах 
множеств Березина операторов, ассоциированных с A . 

Следующее предложение оценивает число Березина функции 
от модельного оператора   M . 

Предложение 3.4.9. Пусть H  и  )( непостоянная 
функция. Тогда  

       hdistMberHdist   ,)(, . 

                                                
15 Haagerup U., Harpe P. Proc. Amer. Math. Soc. 1992, v.115, p.371-379.  
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Как уже отмечено, )(
2

Aw
A

  для любого )(HBA . Так как 

)()( AwAber  , естественно спросить: когда выполняется 

неравенство )(
2

Aber
A

 ?  

Здесь решается этот вопрос в случае, )(  MA  . А именно, 
следующая теорема является основным результатом этого параграфа. 

Теорема 3.4.11. Пусть  -непостоянная внутренняя функция 
такая, что ( )   T . Пусть E  T -некоторое множество такое, 

что 0mesE  и ( ) E  T . Тогда  )(
2

)(


 


Mber
M

  для 

всех d
EH , .  

Здесь d
EH ,  обозначает множество 


  ffHf )(:   на 

множестве E  T  с 0mesE . 
В главе IV рассматриваются произведения Дюамеля и 

изучаются их применения к некоторым вопросам теории операторов. 
Напоминаем, что произведение Дюамеля двух подходящих функций 
f  и g  определяется с формулой16:     

   
x

dttgtxf
dx
dxgf

0

)()()( . 

4.1 решает одну старую задачу из теории инвариантных 
подпространств в пространстве Фреше, а именно, мы докажем 

одноклеточность оператора интегрирования 
x

dttfxJf
0

)()(  в 

пространстве ]1,0[  CC  бесконечно дифференцируемых функций 
на отрезке ]1,0[ . 

В 1966 году Микусински17 доказал одноклеточность оператора 
J  в подпространстве  

                                                
16 Wigley N. Duke Math.J. 1974, v.14, p.211-217. 
17 Mikusinski J. Stud. Math. 1966, v.28, p.1-8. 
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 ( )
0 : : (0) 0, 0,1, 2,...kC f C f k      

пространства C . Однако, вопрос  о том, является ли одноклеточным 
оператор интегрирования  J  во всем пространстве C , кажется, 
оставался открытым18. Здесь мы распространим результат 
Микусинского на все пространство C , и таким образом, даем полное 
решение последнего вопроса.  

В 4.2 рассматривается аналог произведения Дюамеля для 
функций от двух переменных:  

    




x y

dtdtgytxf
yx

yxgf
0 0

2

),(),(),(  , 

где       , 0,1 0,1 , 2nf g C n   . С применением такой свертки мы 
даем описание циклических векторов сужения оператора двойного 
интегрирования  

    
x y

dtdtfyxWf
0 0

),(,   

на W инвариантное подпространство  ( ) [0,1] [0,1] ,n
xyE C   

которое состоит из функций, зависящих от произведения аргументов 

xy . Обозначим xyxy EWW  , т.е.,   
0 0

( )
yx

xyW f xy f t d dt    . 

Теорема 4.2.1. Пусть xyEf  . Тогда  xyWCycf   (т.е., f  

является циклическим вектором для xyW ) в том и только в том случае, 
если 0)0( f . 

Отметим, что теорема 4.2.1. фактически описывает 
циклические векторы оператора  

  
x

x dyyf
y
xxfK

0
ln )(ln)(  

в пространстве    0,1nC . 

                                                
18 Никольский Н.К. Итоги науки и техники. Матеем. Анализ, 12, Изд. 
ВИНИТИ, 1974, с.199-412. 
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Пусть 1),()( nC n
A D ,-алгебра всех n  раз непрерывно 

дифференцируемых функций на D , голоморфных в D .  
В 4.3 докажем, что )()( Dn

AC -банахова алгебра относительно 
произведения Дюамеля, и опишем пространство ее максимальных 
идеалов. 

В 4.4 вводится понятие алгебры Дюамеля, и изучаются ее 
некоторые свойства. Напоминаем, что любую банаховую алгебру 
функций с умножением произведения Дюамеля   мы будем называть 
алгеброй Дюамеля. 
Уигли19 доказал, что пространства Харди  pHH pp 1),(D , 
являются банаховыми алгебрами относительно произведения 
Дюамеля  , т.е. являются алгебрами Дюамеля.  

Мы рассмотрим следующий общий вопрос: при выполнении 
каких условий данное банахово пространство X  аналитических 
функций в единичном круге D  будет алгеброй Дюамеля? 

Здесь мы решаем этот вопрос, показав, что при выполнении 
некоторых естественных условий каждое банахово пространство 
аналитических функций в единичном круге D  является алгеброй 
Дюамеля, и опишем ее замкнутые идеалы. Наш результат, в 
частности, обобщает и улучшает результата Уигли.  

Следующая теорема является основным результатом этого 
параграфа. 

Теорема 4.4.2. Пусть X -банахово пространство 
аналитических функций в единичном круге D , в котором непрерывно 
действуют оператор интегрирования J  и оператор сдвига S . 
Предположим также, что выполняются следующие условия:  
(а)   0n

nz -полная равномерно минимальная система в X ;  

(б) если Xf   и )()(
DHol

z
zf
n  , тогда 1,)(

 nX
z

zf
n ; 

(в) 
X

m

X

n
iX

imn zzCz   для всех )0(,  iinm  и некоторого 

0iC . 

                                                
19 Wigley N. Canad.Math.Bull. 1975, v.18, p.597-603. 
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Тогда X  является алгеброй Дюамеля и каждый 
нетривиальный замкнутый идеал E  алгебры ),( X  имеет вид  

 ( 1): : (0) (0) ... (0) 0n
nE X f X f f f         

для некоторого 1n . 
В 4.5 мы применим метод произведения Дюамеля для 

вычисления кратности спектра прямых сумм операторов вида AJ   
и AT  , где J оператор интегрирования и T оператор 
взвешенного сдвига. Например, доказана следующая теорема.  

Теорема 4.5.2. Пусть 
z

dttfzJfJ
0

)()(, -оператор интегри-

рования в пространстве Харди )(2 DH , и пусть )(XBA -оператор 
такой, что  

 





0

2
!

n
x

n CxAn  

для любого Xx  ( X -сепарабельное банахово пространство). Тогда 
  )(1 AAJ   . 

В 4.6 мы докажем формулу сложения для кратности спектра 
прямых сумм представлений банаховых алгебр. 

Теорема 4.6.1. Пусть A -унитальная коммутативная банахова 
алгебра, удовлетворяющая условию Лина, и пусть L ее регулярное 
представление. Тогда   )(1  L  для любого  представления 
  алгебры A . 

Для доказательства теоремы 4.6.1 доказывается следующая 
основная лемма, которая представляет и независимый интерес.  

Лемма 4.6.2. Пусть )(: 1XBA  и )(: 2XBA  -два 
представления алгебры A  (необязательно коммутативной), и пусть 
 1 1,..., n n      является циклическим множеством представле-

ния 11  W . Если существует сплетающий оператор ),( 21 XXBW   
(т.е., WbbW )()(    для каждого Ab ) такой, что 11  W , то 

n)( . 
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В 4.7 описываются обобщенные собственные значения и 
обобщенные собственные векторы вольтерров оператора 

интегрирования 
x

dttfxVf
0

)()(  в пространстве [0,1], 1pL p   . 

Пусть E -банахово пространство, )(EBA  и C . Следуя 
А.Бисваса, А.Ламберта и Ж.Петровича20, мы говорим, что   является 
обобщенным собственным значением (коротко, о.с.з.) для оператора 
A , если существует ненулевой оператор )(EBX   такой, что 

XAAX  ; такой оператор X  называется обобщенным собственным 
вектором (коротко-о.с.в.), соответствующий  .  

Основной результат этого параграфа дает полное описание 
множества обобщенных собственных векторов оператора V  в 

 pLp 1],1,0[ , который усиливает основной результат работы 
Бисваса, Ламберта и Петровича, а также дает альтернативное 
доказательство результата М.Маламуда21. Он состоит в следующем. 

Теорема 4.7.2. Пусть ),0(  , и пусть  ]1,0[pLBX   
является ненулевым оператором. Тогда:  

)(i  если 1 , то VXXV   тогда и только тогда, когда существует 

функция ]1,0[pL  такая, что CDX  , то есть   

0

( )( ) ( ) ( ) , [0,1]
x

pdXf x x t f t dt f L
dx

    ; 

)(ii  если 1 , то VXXV   тогда и только тогда, когда 

существует функция ]1,0[pL  такая, что  DXC /1 . 

 Здесь C  обозначает оператор композиции, )()( xfxfC   , 
и fD   обозначает оператор Дюамеля, определенного в пространстве 

]1,0[pL , как обычно, по формуле  

     
0

( ) ( )
x

f
dD g x f g x f x t g t dt
dx

    . 

                                                
20 Biswas A., Lambert A., Petrovic S. Glasgow Math. J. 2002, v.44, p.512-534. 
21 Маламуд М.М. Труды Моск. матем. общества, 1994, т.55, с.73-78.  
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В 4.8 мы опишем нециклические векторы для произвольного 
антианалитического оператора Теплица  HT  , , fPfT   , в 

пространстве Харди 2H  в терминах коммутанта оператора T . С 

применением берлингского описания zT -инвариантных подпрос-
транств нетрудно доказать, что 2Hf   является нециклическим 
вектором для оператора обратного сдвига  zTS   в том и только в 
том случае, если 0fT  для некоторой внутренней функции  . 

Наша цель в настоящем параграфе –показать, что аналог этого 
критерия для оператора S , имеет место и для произвольного 
антианалитического оператора Теплица T . Это частично решает 
задачу Никольского, поставленной в его книге, где в частности, 
требовалось описать все циклические векторы операторов Теплица 

HT  , . 
Основной результат этого параграфа –следующая теорема. 
Теорема 4.8.1. Пусть H -непостоянная функция, и пусть 

T -антианалитический оператор Теплица, действующий в 

пространстве Харди 2H , и пусть 2Hf  . Тогда f  является 
нециклическим вектором для оператора T  в том и только в том 

случае, если существует ненулевой оператор A  из коммутанта  T  

оператора T  такой, что 0Af .  

Следствие 4.8.2. Пусть 2Hf  . Тогда )( TCycf   тогда и 

только тогда, когда 0Af  для каждого ненулевого оператора A  из 

коммутанта  T  оператора T . 
Глава V диссертации посвящена изучению некоторых свойств 

элементов абстрактных, а также операторных банаховых алгебр. Мы 
введем понятия алгебры Дедденса и подпространства Шульмана, и 
изучаем их свойства и взаимосвязи.  
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В 5.1 обобщается один результат Дж.Дедденса и Т.Вонга для 
нильпотентного оператора в гильбертовом пространстве на любую 
банахову алгебру с единицей. 

Пусть B  банахова алгебра с единицей e . Для каждого 
обратимого элемента Ba  положим  

 
0

: : sup n n
a x

n
B x B a xa C


     , 

и будем называть ее алгеброй Дедденса. 
Основным результатом этого параграфа является следующая 

теорема. 
Теорема 5.1.2. Пусть B -банахова алгебра с единицей e . Если 
bea  , где b  является нильпотентным элементом алгебры B , 

тогда алгебра Дедденса aB  совпадает с коммутантом  a , т.е. 

    baBa . 
В 5.2 мы вводим понятие подпространства Шульмана и 

изучаем некоторые вопросы для таких подпространств. Для любых 
двух операторов )(, HBML   мы рассмотрим следующее 
подпространство пространства )(HB : 

    MLLMLU :),( . 
Такие подпространства подробно изучены В.С.Шульманом22 для 

оператора интегрирования 
x

dttfxVfV
0

)())((, , и оператора 

умножения на независимое переменное )()((, xxfxTfT  , в 
пространстве ]1,0[2L  связи с задачами нетранзитивности корневых 
алгебр. Мы назовем подпространства ),( MLU  подпространством 
Шульмана. Связь между алгеброй Дедденса и подпространством 
Шульмана устанавливается в следующей теореме, которое является 
основным результатом этого параграфа (ниже число C  считается 
таким, что оператор LIL    является обратимым). 

                                                
22 Shulman V.S. Banch Center Public. 1994, v.30, p.313-325. 
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Теорема 5.2.1. Пусть операторы )(, HBML   удовлетворяют 

условию Клейнеке-Широкова, т.е.   LLMX ],[ . Тогда 
пересечение алгебры Дедденса LIB   и слабое замыкание 
подпространства Шульмана ),( MLU  совпадает с коммутантом 
оператора L , т.е.  

  LMLUB
w

LI ),( . 
Следующая теорема, с использованием понятий алгебры 

Дедденса и подпространства Шульмана, дает общую процедуру для 
построения обратимого оператора без нетривиальных обобщенных 
собственных значений в единичной окружности T . 

Теорема 5.2.4. Пусть  \ 1T , и пусть )(HBA -
обратимый оператор, удовлетворяющий условию Клейнеке-Широкова 
для некоторого оператора )(HBM  . Предположим, что 

w

A MAUB ),(1  .  Если ,AXXA   то 0X . 
В 5.3 собраны некоторые результаты для квадратичных 

элементов банаховых алгебр. 
Пусть A -комплексная банахова алгебра с единицей e .Для 

каждого необратимого квазирегулярного по фон Нейману элемента a  
определим )(: abeaqa   и abpa : ,  где Ab  и abaa  . Ясно, 

что 02 aq  и aa pp 2 . 
Мы приведем следующий результат для элементов aq  и 

aa pep  .  
Предложение 5.3.5. Пусть A банахова алгебра с единицей e . 

Предположим, что , ,x y a A  являются такими, что a  
квазирегулярен (в смысле фон Неймана) и xqyaxa a . Если 

 0)( x  (т.е. если x -квазинильпотентен), то    0ap x   . 

Пусть V -изометрия в гильбертовом пространстве H . 
Определим следующие числа:  
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  VNdistVXNdist VVX ,,,,  ,   ,,* 





  VVdist  где 

  V коммутант оператора   ,,, VVV XNXNXNV    1
 VX  

(единичная сфера коммутанта  V ). Каждое из этих чисел 
количественно характеризует «степень неунитарности» оператора V , 
поэтому представляет интерес сравнение этих чисел. 

Предложение 5.3.15. Если V -неунитарная изометрия в H , то 
верны оценки:  

  1

1 sup :
2 X X V     , 

где   1
V  -единичная сфера бикоммутанта      VV . 

В 5.4 мы изучаем некоторые свойства операторов из класса 
C  и их обобщений.  

Пусть H -гильбертово пространство. Говорят, что )(HBT   
принадлежит классу )0( C , если существует гильбертово 
пространство HK   и унитарный оператор )(KBU   такой, что  

( 1, 2,...)n n
HT P U H n  , 

где HP -ортогональный проектор из K  в H . U  называется унитарной 
- дилатацией оператора T .  

В этом параграфе, используя другие характеристики классов 

C , мы дадим существенное обобщение и сравнительно простые 

доказательства некоторых известных результатов Фуруты и Стамфли. 

Основным результатом этого параграфа является следующая 
теорема, (ниже a  обозначаем спектральный радиус элемента a ) 

Теорема 5.4.8. Пусть Aa  и выполняются следующие 
условия:  
1)  0)(  Ra ; 
2) 02  eaa   для некоторых R, ; 
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3) 
at

aRt 


1)(  для некоторого at  . 

Тогда aa  . 
В 5.5 используя, в частности, технику оператора условного 

ожидания теории вероятности, исследуем приводящие 
подпространства оператора Теплица  

 )(,, 2 T
  LHffPfTT  . 

Этот результат существенно усиливает теоремы Э.Нордгрина23 о 
существования нетривиальных приводящих подпространств для 
аналитического оператора Теплица вида  T H    , где  -
внутренняя функция.  

Теорема 5.5.1. Оператор Теплица T  , где  L , имеет 
нетривиальное приводящее подпространство.                          
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МЦБАРИЗ ТАПДЫГ оьлу ГАРАЙЕВ 

ОПЕРАТОРЛАР НЯЗЯРИЙЙЯСИ ВЯ БАНАХ  

ЖЯБРЛЯРИНИН БЯЗИ МЯСЯЛЯЛЯРИ 

Х У Л А С Я 

 Диссертасийа иши тюрядижи нцвя, Березин символу вя Дцщамел 
щасилляринин операtорлар нязяриййясинин вя Банах жябрляринин мцхтялиф 
мясяляляринин тятбигляриня щяср олунуб.  Ишдя ашаьыдакы йени нятижяляр 
алыныб: 
1. Бергман фязасында тясир едян операторларын Березин символунун 
сярщяддяки давранышы юйрянилмиш вя Зорбосканын бир суалына мянфи 
жаваб верилмишдир. )(2 DDH  Харди модулунун алт модулунун 
тюрядижи нцвяси барядя Йангын мясяляси бир хцсуси щалда щялл едилмишдир. 
Модел операторларын Шаттен-фон Нейман синфиня дахил олмасы цчцн 
Березин символу термининдя критерийа верилмишдир. Стандарт функсионал 
Щилберт фязасында тясир едян контрмисал верилмишдир. 
 2. Березин символлары методунун йыьылма нязяриййясинин бязи 
мясяляляриня тятбигляри верилмишдир. Щямчинин, бу методун тятбиги иля 
Берлинг-Арвезон типли теорем исбат едилмиш вя ейни заманда 
операторларын тярся малик олмалары мясяляси юйрянилмишдир. 
3. Илк дяфя нилпотентлик дяряжяси 2 олан компакт нилпотент A  

операторунун ядяди бюлэясинин мяркязи сыфыр нюгтясиндя вя радиусу 
2
A

 

олан гапалы даиря олдуьу исбат едилмишдир. 
4. Дцщамел жябри анлайышы верилмиш вя Дцщамел жябри вя Дцщамел 
щасилляри методу тятбиг едиляряк операторлар нязяриййясинин бязи 
мясяляляри, хцсуси олараг, операторларын инвариант алт фязалары, дюврлц 
векторлары, спектрал гатлары вя цмумиляшдирилмиш мяхсуси векторлары 
юйрянилмишдир. 
5. Абстракт вя оператор Банах жябрляринин елементляринин бязи хассяляри 
юйрянилмишдир. Дедденс жябри вя Шулман алт фязалары анлайышлары верилмиш, 
онларын бязи хассяляри вя тятбигляри юйрянилмишдир.  
6. C  синфиндян олан операторлар вя Халмоша эюря квазидиагонал 

операторларын бязи хассяляри юйрянилмиш, нилпотент операторлар цчцн 
Дедденс вя Вонгун бир нятижясинин ващид елементиня малик ихтийари 
банах жябрляриня цмумиляшмяси верилмишдир. 
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MUBARIZ TAPDIG oglu KARAEV 

SOME QUESTIONS OF OPERATOR THEORY 

 AND BANACH ALGEBRAS 

SUMMARY 

 The dissertation work is devoted to applications of reproducing 
kernel, Berezin symbol and Duhamel products in the various problems of 
operator theory and Banach algebras. In this study the following new 
results are obtained: 
1. Boundary behavior of Berezin symbol of the Bergman space operators is 
studied and a question of Zorboska is negatively answered. A problem of 
Yang about reproducing kernel of submodule of the Hardy 
module )(2 DDH  is partially solved. For model operators, a criterion 
for membershipness in the Schatten-fon Neumann classes is obtained. 
A counter-example to the question of Berger and Coburn about 
compact operators on the standart functional Hilbert space is given.  
2. The applications of the Berezin symbols method in some problems of 
summability theory are given. Also, by application of this method, the 
Beurling-Arveson type theorem is proved and moreover, invertibility 
problem of operators is studied. 
3. It is proved that the numerical range of any compact square zero operator 

A   is the closed disk with center at 0 and the radius equal to 
2
A

. 

4. The concept of Duhamel algebra is introduced and with applications of 
Duhamel algebras and Duhamel products techniques some problems of 
operator theory, in particular, invariant subspaces, cyclic vectors, spectral 
multiplicities and extended eigenvectors of operators are investigated. 
5. Some properties of the elements of abstract and operator Banach 
algebras are studied. The notions of Deddens algebra and Shulman 
subspace are introduced and some of their properties and applications are 
studied. 
6. Some properties of C  class operators and quasidiagonal operators are 
studied and a result due to Deddnes and Wong for the nilpotent operators is 
extended to the arbitrary unital Banach algebras. 
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