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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
 

Актуальность темы. Настоящая диссертация посвящена исследо-
ванию разрешимости системы неограниченных операторных пучков и 
некоторым ее применениям. 

Так как многие задачи для дифференциальных уравнений в част-
ных производных, бесконечных систем обыкновенных дифференци-
альных уравнений, интегро-дифференциальных уравнений и псевдо-
дифференциальных уравнений могут быть сведены к некоторым зада-
чам для дифференциальных уравнений с неограниченными оператор-
ными коэффициентами, то исследование дифференциально-
операторных уравнений является одной из важных математических 
проблем. 

Исследование спектральных свойств дифференциальных операто-
ров, когда спектральный параметр входит и в уравнению и в гранич-
ные условия берет свое  начало с работы Дж.Виргкофа. Некоторые 
аспекты таких задач изложена в монографии Я.Д.Тамаркина. 

Полнота системы собственных и присоединенных функций диффе-
ренциальных операторов в случае, когда спектральный параметр ли-
нейно входит и в уравнению и в граничные условия исследованы в 
работах А.Н.Кожевникова; Л.А.Катко и С.Г.Крейн и других. Для ре-
гулярных и сильно регулярных граничных задач изучен функция Гри-
на, асимптотика собственных значений, полнота корневых функций, 
разложение по корневым функциям данного оператора. Некоторые 
обобщения этих задач даны в монографии М.Л.Расулова. 

Отметим, что задачи, когда спектральный параметр входит в гра-
ничные условия имеют большие прикладные значения и многие зада-
чи математической физики приводит к таким задачам. 

Если граничные условия содержит производные по времени, то по-
сле применения метода разделения переменных получается задачи, 
указанные выше. Изучение спектральных задач для системы линей-
ных операторных пучков имеет важное значение при изучение на-
чально-краевых задач для параболических уравнений, когда гранич-
ные условия содержит производные по времени. 

В этом случае, решение задачи Коши для параболических опера-
торно-дифференциальных уравнений аппроксимируется линейными 
комбинациями элементарных решений данного уравнения. 

Задача Коши для параболических операторно-дифференциальных 
уравнений первого, второго и высоких порядков исследован 
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С.Я.Якубовым. Даны применения полученных результатов к решению 
задачи Коши для параболических уравнений. Исследованы некоторые 
граничные задачи для квазиэллиптических уравнений и смешанные 
задачи для некоторых параболических уравнений. 

Данная диссертация также посвящена подобным задачам для сис-
темы операторных пучков и некоторым его применениям. 

Все сказанное указывает на актуальность темы диссертационной 
работы. 

Цель работы. Решение системы линейных операторных пучков с 
неограниченными операторными коэффициентами, доказательство 
полноты системы корневых элементов и суммируемость рядов по 
корневым элементам по методу Абеле, применения полученных абст-
рактных результатов к некоторым начально-краевым задачам для 
обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнения с частными 
проводными параболического типа. 

Общая методика исследований. В диссертации использованы ме-
тоды неограниченных операторов в гильбертовом пространстве, тео-
рия дифференциальных и интегральных уравнений, теория интерпо-
ляционных пространств, методы спектральной теории самосопряжен-
ных операторов в гильбертовом пространстве. 

Научная новизна. В работе получены следующие основные ре-
зультаты: 
- доказана теорема о коэрцитивной разрешимости системы линейных 
операторных пучков; 
- доказана теорема о полноте системы корневых элементов; 
- доказана теорема о суммируемости по Абелю ряда по корневым эле-
ментам; 
- доказана базисность по Абелю системы корневых элементов диффе-
ренциальных операторов в случае, когда спектральный параметр вхо-
дит в граничные условия; 
- доказана полнота элементарных решений операторно-дифференци-
альных уравнений первого порядка. 

Теоретическая и практическая ценность. Полученные в диссер-
тационной работе результаты носят, в основном, теоретический ха-
рактер, и могут быть использованы при изучении спектральных 
свойств дифференциальных операторов, а также при изучении раз-
личных задач математической физики. 

Апробация работы. Основные результаты диссертационной рабо-
ты докладывались и обсуждались на семинарах кафедры «Математи-
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ческий анализ и теория функций» и «Дифференциальные уравнения и 
математическая кибернетика» Сумгаитского Государственного Уни-
верситета, на конференции «Функциональный анализ и задачи мате-
матической физики», посвященной 80-летию Бакинского Государст-
венного Университета (Баку-1999), на Республиканской научной кон-
ференции аспирантов и молодых исследователей (Баку-1999), на на-
учной конференции, посвященной 70-летнему юбилею, член-корр. 
НАН Азербайджана, проф.Я.Дж.Мамедова (Баку-2001), на научной 
конференции, посвященной 85-летию заслуженного деятеля науки, 
проф.А.Ш.Габибзаде (Баку-2001), на I Международной конференции 
«Обратные задачи теоретической и математической физики» (Сумга-
ит-2003), на Международной конференции, посвященной 45-летию 
ИММ НАНА (Баку-2004), на научной конференции «Методы матема-
тической физики», посвященной 90-летнему юбилею академика 
М.Л.Расулова (Баку-2006), на XII Международной конференции, по-
священной 70-летнему юбилею член-корр. НАНА, проф. Б.А.Искенде-
рова (Баку-2007), на научной конференции, посвященной 100-летнему 
юбилею академика А.И.Гусейнова (Баку-2007), на научной конферен-
ции «Методы математической физики», посвященной 90-летнему 
юбилею член-корр. НАНА, проф.Г.Т.Ахмедова (Баку-2007), на Меж-
дународной конференции, посвященной 80-летнему юбилею академи-
ка Ф.Г.Максудова (Баку-2010), на Международной конференции Бол-
гарии-Турции-Украйны «Математический анализ, дифференциальные 
уравнения и их приложения» (Болгария-2010). 

Публикации. Полное содержание диссертации опубликованы в 28 
работах автора, список которых приводится в конце автореферата. 

Структура и объем диссертации. Диссертационная работа состо-
ит из введения, двух глав, списка используемой литературы, вклю-
чающей 98 наименований. Объем диссертации 115 страниц. 

 
 

СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 
 

Во введении обосновывается актуальность темы, приводится крат-
кий исторический обзор результатов, связанных с темой диссертации 
и излагаются основные результаты диссертации. 

Первая глава посвящена изучению коэрцитивной разрешимости 
системы неограниченных операторных пучков и некоторым ее приме-
нениям к начально-краевым задачам для дифференциальных уравне-



 

 

 

10 

ний. 
В первом параграфе приводится основные понятия и некоторые 

вспомогательные факты из теории операторных пучков и операторно-
дифференциальных уравнений. 

Во втором параграфе исследуется коэрцитивная разрешимость сис-
темы операторных пучков с неограниченными операторными коэф-
фициентами в гильбертовых пространствах. 

Пусть H  и H , m,...,2,1  гильбертовы пространства. Рассмот-
рим в H  систему операторных пучков 

  fAuuuL   , Hf  , 
                     guBuCuL  , s,...,2,1 , Hg  ,             (1) 

0 uCuL  , ms ,...,1 . 
Точка   комплексной плоскости называется регулярной точкой 

пучка или системы пучков (1), 
         sLLLZ ,...,, 1 , 

действующего из H  в 


HH

s


1

 или системы пучков (1), если опера-

тор  Z  имеет ограниченный обратный  1Z  определенный во 

всем пространстве 


HH

s


1

. При  этом 

  
     
















msuC
sHuLHuLHuLHuu

ZD

,...,1,0
,,...,2,1,,,,:









  

Доказывается следующая теорема: 
Теорема 1.1. Пусть выполнены следующие условия: 

1. A -замкнутый оператор с плотной областью определения в про-
странстве H ; 
2.   

  HAHC , , s,...,2,1 . 

   HAHBB , , s,...,2,1  

  
 HAHBC , , ms ,...,1  

3. оператор  uCuCAuuu m,...,,: 1  является обратимым опе-
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ратором из  AH  в 


HH

m


1

; 

4. спектр  Z  лежит в множестве K  и при K  

  1

,

1

1













 


 CZ
HHHB v

s

v

,   

Тогда оператор 
          uLuLuLuZuZ sss  ,...,,: 1  

является изоморфизмом из  AH  в 


HH

s


1

 и для решения задачи 

(1) справедлива следующая оценка 

  
















 



s

HH

s

HHAH
gfCuCuu

11 



   

В параграфе 2 главы 1 исследуется суммирование методом Абеля 
рядов по корневым векторам системы неограниченных линейных опе-
раторных пучков. Рассмотрим однородную задачу 

  0 AuuuL  , 
                            0 uBuCuL   , s,...,2,1 ,                  (2) 

  
 HAHBC , , ms ,...,1 . 

Теорема 2.1. Пусть выполнены следующие условия: 
1. A -замкнутый оператор с плотной областью определения в про-
странстве H  и при некотором 0 ,    HAHJ p , ; 

2.   
  HAHC p , , s,...,2,1 , 

  
 HAHB , , s,...,2,1 , 

  
 HAHBC , , ms ,...,1 . 

3. оператор  uCuCAuuu m,...,,: 1  является обратимым опе-

ратором из  AH  в 


HH

m


1

; 

4. линейное многообразие 
      msuCuCuCAHuu s ,...,1,,...,,, 1     плотно в гиль-
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бертовом пространстве 


HH

s


1

; 

5. Спектр  Z  лежит во множестве    arg,: rK  при 

p2
0    и некотором r . При K  

  11

1













 




 



CZ
çHHHB

s ,  . 

Тогда спектр системы пучков (2) дискретен и система корневых 
векторов   kskk uCuCu ,...,, 1  где ku -корневые вектора системы пуч-
ков (2), образуют базис для метода суммирования Абеля порядка   в 




HH

s


1

, где 









p
p

2
,  . 

В §3 главы 1 исследуется коэрцитивная разрешимость задачи для 
обыкновенных дифференциальных уравнений с линейными парамет-
рами и переменным коэффициентом. Рассматривается обыкновенное 
дифференциальное уравнение с переменными коэффициентами, когда 
спектральный параметр линейно входит в уравнение, а также в гра-
ничные условия т.е. 
                       xfxBuxuxaxuuL m   ,  1,0x               (3) 

          


  guTuTxuuuL

N

i
i

m
i

m 







 


0

1
10 ,                                      

                                   s,...,2,1 ,                                                       (4) 

           010
1

 


uTxuuuL
N

i
i

m
i

mm



  , 

ms ,...,1  где 1m , 1 mm ,  1,0
i

x ,  ,  , i , g -

комплексные числа,  xa  скалярная функция, ms 0 , B -оператор 
в  1,02L , T  и  

0
T -функционалы в  1,02L . 

Теорема 3.1. Пусть выполнены следующие условия: 
1. 1m , 1 mm , m0 ; 
2.    1,0Cxa  ,   0xa ,    10 aa  . 
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  2arginfargsup

1,01,0



xaxa

xx
, если m -четное, 

 
 

 
  


xaxa

xx
arginfargsup

1,01,0
, если m -нечетное; 

3. Оператор B  из )1,0(2
mW  в )1,0(2L  компактен; T , 

0
T -

непрерывные линейные функционалы соответственно в   1,02
mW  

  1,02
mW  при некотором 0 ; 

4. Функциональные условия (4) или эквивалентные или функцио-
нальные условия mC ,..,1,   являются  -регулярными относи-

тельно чисел mje m
ji

j ,...,1,
12




  где ,
2
m

  если m -четное и  









2
mp  или ,1

2
 







mp  если m  - нечетное. 

Тогда для любого 0  существует 0R  такое, что при всех 

комплексных ,  для которых  R  и при pm 2  входящих в угол 

    





 xamxam arginf
2

argargsup
2

 

при  12  pm , входящих в угол 

    





 xamxam arginf
2

argargsup
2

 

при 12  pm , входящих в угол 
оператор  uLuLuLuZuZ s )(,...,)(,)()(:)( 11    устанавли-

вается изоморфизм из  msuCW m ,...,1,0),1,0(2    на 
sCL )1,0(2  и для решения задачи (3)-(4) справедлива оценка 


















 



s

L

s

Lw gfCuCuu m

1
)1,0(

1
)1,0()1,0( 222

)(





   

§4 главы 1 посвящен спектральной задаче для обыкновенных диф-
ференциальных уравнении. Обыкновенные дифференциальные опера-
торы хорошо изучены в книге М.А.Наймарка. В работах многих авто-
ров рассмотрены граничные задачи для обыкновенных дифференци-
альных уравнений в случае, когда главные части дифференциальных 
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уравнений с постоянными коэффициентами. В частности, в книге Н. 
Данфарда и Дж. Шварца, а так же в работах Г.М.Кеселмана и Михай-
лова, доказано базисность системы корневых функций регулярных 
граничных задач. Базисность по Абелю для нерегулярных граничных 
задач с постоянными коэффициентами главной части изучены на 
множествах гладких функций в работах Хромова, А.Г.Костюченко и 
Разиевского, А.Г.Костюченко и А.А.Шкаликова. В известной книге 
М.Л.Расулова изучено разложение гладких функций в случае, когда 
коэффициенты главной части-комплекснозначные функции.  

Рассматривается однородная граничная задача для обыкновенных 
дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами, ко-
гда спектральный параметр линейно входит в уравнения и граничные 
условия 

                    0 xBuxuxaxuuL m ,  1,0x                  (5) 
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  , ms ,...,1  

где )1,0(ix , immm  ,,1,2  -комплексные чис-

ла, )(xa -скалярная функция, B -оператор в )1,0(2L , T ,
0

T -

функционалы в )1,0(2L . 
Доказана следующая теорема 
Теорема 4.1. Пусть выполнены следующие условия: 

1. 2m , 10  m , ms 0 ,    1,0Cxa  ,   0xa ,    10 aa  ; 
2. оператор B  является компактной из )1,0(2

mW в )1,0(2L ; 
3. T  и 

0
T  непрерывные линейные функционалы соответственно в 

)1,0(2
vmW  и )1,0(2

mW   при 0 ; 
4. граничные условия (6) являются p -регулярными относительно 

чисел m
ji

j e
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  если m -четное число и 
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Тогда спектр задачи (5)-(6) дискретен и система вектор-функции   kUsCkUCku ,...,,,  где ku -корневые функции задачи (5)-(6) 

образуют базис Абеля порядка   в пространстве   sCL 1,02  где 
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Глава 2 посвящена изучению начально-краевых задач для парабо-
лических уравнений и состоит из двух параграфов. 

В первом параграфе изучается полнота элементарных решений 
дифференциально-операторных уравнений, и полученные абстракт-
ные результаты применяются для дифференциальных уравнений с 
частями  - производными. 

Рассматривается в сеперабельном гильбертовом пространстве H  
задача Коши для однородного дифференциально-операторного урав-
нения первого порядка 

                                          tButAutu                                         (7) 
                                              00 u                                                    (8) 
Доказана следующая теорема 
Теорема 1.2. Пусть выполнены следующие условия: 

1. оператор A  в H  имеет платную область определения; 
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2. при некотором 0p  и  A 0  оператор )(),( 0 HAR p  ; 

3. существуют лучи  alk  между лучами ]1,0[,0    такие, что 

  1, 
  CAR , 


 

2
arg  или )(ak ; 

4. B -оператор в H , )()( ADBD   и при любом 0  

  uCuAuBu  


1
,  ADu ; 

5. ).(0 AD  
Тогда задача (7)-(8) имеет единственное решение 

         HAETCHTCtu ,,,0,,0   
и существуют числа jnC  такие что 
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где  tu -решение задачи (1)-(2) а  tu j -элементарные решения урав-
нения (1). 

Теорема 2.2. Пусть выполнены следующие условия: 
1. оператор A  в H  имеют платную область определения )(AD ; 
2. при некотором 0p  и  A 0  оператор  )(),( 0 HAR p  ; 

3. существуют лучи )(ak  с лучами между соседними  лучами не 

больше 
2


 такие, что   1, 
  CAR , 


 

2
arg  или  ; 

4. B  оператор в H , )()( ADBD   и оператор B  ),( 0 AR   в H  
компактен; 
5.    p

p
AHH ,110 ,   при некотором ),1( p . Тогда задача (7)-(8) 

имеет единственное решение ))(),,0((1
0 HAHTWu  и существуют 

числа jnC  такие что 
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где  tu -решение задачи (1)-(2), а  tu -элементарное решение уравне-
ния (1). 

Рассматривается начально-краевая задача 

         
          0,,, 12

0
2

2













 




m

k
k

k

km

m

x
xtuxa

x
xtuxa

t
xtu

,                  (9) 

            0,1,0,
1

 


i

N

i
ii

m
x

m
x tuTxtututuL 


  ,                             

m2,...,2,1                                                                                       (10) 
                                      xxu 00,                                                   (11) 

где .12),1,0(  mmx p   
Теорема 3.2. Пусть выполнены следующие условия: 
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4. при некотором ),1( q функционал T  в )1,0(m
qW  непрерывен; 
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Тогда задача (9), (10), (11) имеет единственное решение 
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где ),( xtu -решение задачи (9), (10), (11) а ),( xtu j -элементарные ре-
шения задачи (9), (10). 

Пусть G -ограниченная область в пространстве rR  с бесконечно 
гладкой  12 r  мерной границей Г. Рассмотрим в   GT ,0  началь-
но-краевую задачу 
                           0,,,,

2

2  
 m

xjttx xtuDxaxtuDDDxA


             (12) 
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m
xx xtuDxbuDxB , Ãx  , m,...,1          (13) 

                                                  xxu 00,                                            (14) 
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jrxt x
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Dmm r








 
  

Теорема 4.2. Пусть выполнены следующие условия 
1. );(),( GCbGCa     

2.     0,,
2

0  
 m

rxaxA


   при 

2
arg,, 

  rRGx  или ),,0( kk    где k -такие лучи, 

углы между соседними лучами которых меньше 
2

2 m
; 

3. В полуплоскости 
2

arg 
   и на лучах k  выполнены сле-

дующие условия: 
Рассмотрим уравнение на полупрямой 0y , 

0)(,0 







 yu
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с краевыми условиями. 
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где ),...,( 11  r . Требуется, чтобы при ,S ,1 rR  
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0   эта задача имела одно и только одно решение, стремящее-
ся к нулю при y  вместе со всеми производными для любых чи-
сел h ; 

4. ).,...,2,1,0,(2
20 muBGW m     

Тогда задача  (12), (13), (14) имеет единственное решение 
)).(),(],,0(( 2

2
2 GLGWTCu m  

и существуют числа jnC  такие, что 
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где  xtu , -решение задачи (12), (13), (14) а  xtu j , -элементарные 
решения задачи (12), (13). 

§2 главы 2 посвящен изучению полноты элементарных решений 
системы дифференциально-операторных уравнений и их приложения. 

Пуст E  и E , s,...,1 -банаховы пространства. Рассмотрим за-
дачу Коши для системы дифференциальных -операторных уравнений 
                                          tftAutuuDL t                               (15) 

                       tftuAtuAuDL t   10 , s,...,2,1             (16) 
                                              00 uu                                                        (17) 

Доказывается следующая теорема. 
Теорема 5.2. Пусть выполнены условия: 

1. A  плотно определенный замкнутый оператор в E ,   1EAD  ; 
2. 0

A , s,...,2,1  и 1
A , s,...,2,1  из 1E  и E  ограниченные опе-

раторы; 

3. для некоторого 




 1,

2
1

 , 0  все комплексные числа из угла 
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arg   при достаточно больших модулей являются регуляр-

ными числами операторного пучка 
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5. 10 Eu  . 
Тогда существует единственное решение  tu , задачи (15), (16), 

(17) функция       tuAtuAtut s010 ,...,,  из  T,0  в sEEE  ...1   

непрерывно дифференцируема и из  T,0  в sEEE  ...1  непре-
рывна, и для  Tt ,0  выполняются следующие оценки 
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MƏHƏMMƏDƏLİ MUSA oğlu MƏMMƏDOV 
 

XƏTTİ OPERATORLAR DƏSTƏSİNDƏN İBARƏT SİSTEMLƏRİN 
SPEKTRAL MƏSƏLƏLƏRİ VƏ ONUN TƏTBİQLƏRİ 

 
XÜLASƏ 

 
Dissertasiya işində qeyri-məhdud xətti operatorlar dəstəsindən ibarət 

sistemlərin həll olunması məsələsinə baxılmış, bu sistemlərin koersitiv həll 
olunması haqqında teoremlər isbat edilmişdir. Bu sistemlərin məxsusi və 
qoşulmuş elementlər sisteminə nəzərən ayrılışların Abel metodu ilə 
cəmlənməsi öyrənilmişdir. Spektral parametrin həm tənliyə, həm də sərhəd 
şərtlərinə xətti daxil olduğu halda bir sinif adi diferensial tənliklərin 
koersitiv həll olunması şərtləri müəyyən edilmiş, uyğun bircins sərhəd 
məsələsinin spektrinin diskretliyi isbat edilmiş, məxsusi və qoşulmuş 
funksiyalar sisteminin Abel mənada bazisliyi isbat edilmişdir.  

Hilbert fəzalarında birinci tərtib bircins operator-differensial tənliklər 
üçün Koşi məsələsinə baxılmış, onun elementar həllərinin tamlığı isbat 
edilmişdir. Alınmış mücərrəd nəticələr xüsusi törəməli parabolik tənliklər 
üçün başlanğıc sərhəd məsələlərinə tətbiq edilmiş, elementar həllərin 
tamlığı teoremi isbat edilmişdir. 

Dissertasiyada aşağıdakı əsas nəticələr alınmışdır. 
Operator dəstələrindən ibarət sistemin koersitv həll olun bilməsi isbat 

edilmişdir; 
Operatorlar dəstələrindən ibarət sistemin məxsusi və qoşulmuş 

elementləri sisteminin tamlığı isbat edilmişdir. 
Məxsusi və qoşulmuş elementlərə görə ayrılışın Abel mənada 

cəmlənməsi isbat edilmişdir. 
Tənliyə və sərhəd şərtlərinə spektral parametr xətti daxil olduğu halda 

adi diferensial operatorların məxsusi və qoşulmuş elementlər sisteminin 
Abel mənada bazisliyi isbat edilmişdir. 

Birinci tərtib operator diferensial tənliklərin elementar həllər sisteminin 
tamlığı isbat edilmişdir. 

Parabolik tənliklər üçün başlanğıc-sərhəd məsələsinin elementar həllər 
sisteminin tamlığı isbat edilmişdir.  



 

 

 

25 

MAHAMMEDALI MUSA OGLU MAMEDOV 
 

SPECTRAL PROBLEMS OF THE SYSTEM OF LINEAR OPERA-
TOR PENCILS AND THEIR APPLICATIONS 

 
SUMMARY 

 
In the dissertation work the systems of linear operator pencils with un-

bounded coefficients are studied, theorems on coercive solvability of the 
given system are proved. The theorems on Abel summation of series in sys-
tem of Eigen and ad joint elements of the system of operator pencils are 
proved. In the case when the spectrum linearly enters in equation and 
boundary conditions, the coercive solvability of the boundary-value prob-
lem is proved, the discreteness of the spectrum and Abel basicity of the sys-
tem of Eigen and ad joint functions of the problem is proved. 

The completeness of the system of elementary solutions of the Cauchy 
problem for first order operator-differential equations in Hilbert space is 
proved. Applying the obtained abstract results, the completeness of the sys-
tem of Eigen and ad joint functions of initial-boundary value problem for 
parabolic equations is proved. 

At the end of the dissertation, the systems of operator-differential equa-
tions in Hilbert space is considered, and the completeness of the system of 
elementary solutions of the given system is proved. 

In the dissertation work, the following main results are obtained.  
- Coercive solvability of the system of operator pencils is proved. 
- Completeness of the system of root elements is proved. 
- Abel sum ability of series in root vectors of the system of operator 

pencils is proved. 
- Abel basicity of the root functions is established for ordinary differen-

tial operators when the spectral parameter enters into the equation and 
boundary conditions. 

- Completeness of elementary solutions of the system of operator-
differential equations of first order is proved. 

- Completeness of elementary solutions of an initial boundary value 
problem for parabolic equations is proved. 
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