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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
 

Актуальность темы. В современном обществе для 
новейшей техники, имеющие дело с высокими энергиями, 
космическими скоростями, быстротекающими процессами, 
дорогостоящими установками и экспериментами, характерна 
потребность наиболее рационального использования ресурсов, 
выбора наилучшей возможной программы действий. Все это 
определило те проблемы, которые составили предмет теории 
оптимального управления. Проблемы управления реальными 
процессами в механике, технологии, экономике и других 
практических областях приводят к сложным задачам оптимального 
управления.  

В последнее время проблемы оптимального управления 
систем, состояния которых описываются дифференциальными 
уравнениями, приобрели большое значение с теоретической и 
практической точек зрения. Теория оптимального управления в 
случае, когда математическая модель системы описывается 
обыкновенными дифференциальными уравнениями, с достаточной 
полнотой изложена в работах Л.С.Понтрягина, В.Г.Болтянского, 
Е.Ф.Мищенко,  Р.В.Гамкрелидзе, В.И.Благодатских, В.М. 
Алексеева, В.М. Тихомирова, С.В. Фомина, А.Д.Иоффе,  
Р.Габасова, Ф.М.Кириллова, Э.Б.Ли, Л. Маркуса. Классические 
результаты теории оптимального управления распределенными 
системами содержатся в монографиях  А.Г.Бутковского, А.И. 
Егорова , Ж.-Л. Лионса , Т.К.Сиразетдинова,  Ф.П.Васильева , 
К.А.Лурье. , а также в работах В.А.Якубовича, В.И.Плотникова, 
А.В.Фурсиков,  С.Я.Серовайского, А.Д.Искендерова, Г.Ф.Кулиева, 
Р.К.Тагиева, К.Р.Айда-заде, К.М.Мансимова,  Б.Т.Билалова и 
Л.А.Муравья. и др. Созданная теория оптимального управления 
систем с распределенными параметрами находит свое применение 
к решению неклассических задач, описываемых 
дифференциальными уравнениями в частных производных. К 
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неклассическим можно отнести задачи, для которых не доказано 
существование решения (сингулярные задачи), задачи, имеющие 
неединственное решение, задачи с неполными данными и др.  

К неклассическим задачам также относятся задачи 
оптимального управления подвижными источниками для систем, 
описываемые дифференциальными уравнениями обыкновенных и 
в частных производных при начальных и граничных условиях. 
Изучение таких систем представляет практический интерес.  

Впервые теоретическая постановка задачи оптимального 
управления подвижных источников для систем с распределенными 
параметрами была дана в работах А.Г.Бутковского и 
Л.М.Пустыльникова. В этих же работах были приведены 
многочисленные примеры систем с подвижными источниками 
различной физической природы и выявлены основные особенности 
систем с подвижным управлением, которые затрудняют или 
делают невозможным их исследования уже известными методами. 
Одной из основных особенностей систем оптимального 
управления подвижных источников является их нелинейность 
относительно управления, определяющего закон движения 
источника. Это особенно наглядно видно, если сформулировать 
задачу управления в терминах проблемы моментов. Проблема 
моментов становится нелинейной. Таким образом, метод 
моментов, который широко используется для отыскания 
оптимальных управлений в линейных системах с распределенными 
и сосредоточенными параметрами, становится непригодным для 
систем с управлением подвижных источников. 

Кроме того в указанных практических примерах были 
рассмотрены только системы с распределенными  параметрами. А 
во многих динамических системах  приходится учитывать 
вспомогательные элементы, без которых невозможно управлять 
процессом. Эти элементы обычно имеют сосредоточенные 
параметры. Поведение таких систем описывается совокупностью 
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дифференциальных уравнений  в обыкновенных и частных 
производных при начальных и граничных условиях. 

В силу указанных выше особенностей, можно сделать 
вывод о том, что для возможности полноценного исследования 
систем с управлением подвижных источников недостаточно 
имеющихся методов. Возникает необходимость в разработке 
новых методов. Так как подвижные источники находят широкое 
применение на практике, разработка методов их исследования 
является актуальной задачей.   

В настоящее время,  ввиду сложности решения задачи 
оптимального управления подвижными источниками, состояние 
которых описываются дифференциальными уравнениями с 
частными производными и системами обыкновенными 
дифференциальными уравнениями, изучены недостаточно. 
Изложению теории таких задач, а также различных методов их 
решения посвящены ряд статей и  монографий. Отметим в этом 
направлении работы Ж.Л.Лионса, А.Г.Бутковского, 
Л.М.Пустыльникова, В.А.Кубышкина , В.И Финягина и т.д. 

Настоящая диссертационная работа посвящена 
исследованию задачи оптимального управления подвижными 
источниками для систем, описываемые уравнением теплопровод-
ности и системами обыкновенных дифференциальных уравнений, 
а также описываемые только уравнением теплопроводности. 
Изучены вопросы корректности и доказаны теоремы 
существования и единственности решения рассматриваемых задач. 
Получены достаточные условия дифференцируемости по Фреше 
целевого функционала и выражение для его градиента, установ-
лены необходимые условия оптимальности в виде точечного и  
интегрального принципов максимума. Построены вычислительные 
алгоритмы для отыскания оптимальных управлений, 
доставляющих минимум функционалам. Приведена численная 
реализация ряда исследуемых задач и анализ численных расчетов. 
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Цель работы. Исследование задачи оптимального 
управления подвижными источниками для систем, состояние 
которых описываются совместно уравнениями теплопроводности и 
системами обыкновенных дифференциальных уравнений, а также 
состояние которых описываются  только уравнением 
теплопроводности . 

Научная новизна. В работе получены следующие 
основные результаты: 

- изучены вопросы корректности задачи оптимального 
управления подвижными источниками; 

- доказаны теоремы существования и единственности 
решения рассматриваемых задач; 

- получены достаточные условия дифференцируемости по 
Фреше целевого функционала и выражение для его градиента; 

- установлены необходимые условия оптимальности в виде 
точечного и  интегрального принципов максимума; 

- построены вычислительные алгоритмы для отыскания 
оптимальных управлений, доставляющих минимум функционалам, 

- приведена численная реализация ряда исследуемых задач 
и анализ численных расчетов. 

Методы исследования. В работе используются методы 
теории оптимального управления системами с сосредоточенными 
и распределенными параметрами,  теории функционального 
анализа, теории обыкновенных дифференциальных уравнений, 
теории дифференциальных уравнений в частных производных и 
теории вычислительной математики. 

Теоретическая и практическая ценность. . Результаты 
работы носят как теоретический, так и практический характер. Их 
можно использовать в теории оптимального управления. 
Предложенные в работе подходы могут применяться при решении 
конкретных задач, возникающих в математических моделях 
реальных  процессов. 
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Апробации работы. Основные результаты 
диссертационной работы докладывались и обсуждались на 
семинарах «Негармонический анализ» (рук. д.ф.-м.н., 
проф.Б.Т.Билалов), «Математический анализ» (рук. д.ф.-м.н., проф. 
Р.М.Рзаев), «Функциональный анализ» (рук. д.ф.-м.н.,  
проф.Н.Ш.Искендеров), на X Международной научной 
конференции , посвщ..45-летию ИММ НАНА (Баку, 2004 г.), 
Республиканской Научной Конференции «Прикладные задачи 
математики и новые информационные технологии» (Сумгаит, 2007 
г.), на XI Международной научной конференции , посвщ..50-летию  
ИММ НАНА (Баку, 2009г.), на 4-ом Конгрессе Математиков 
Тюркского Общества Мира (г. Баку, 2011 г.), на IV 
Международной конференции имени академика И.И.Ляшко 
«Вычислительная и прикладная математика» (г.Киев, 2011г.), на 
XVI  Республиканской научной конференции докторантов и 
молодых исследователей (г.Баку, 2011г.),  на Третьей Между-
народной конференции «Математическая физика и ее приложение» 
(г.Самара, 2012), на Международной конференции 
«Моделирование, управление и устойчивость» (Крым, 
г.Севастополь, 2012г.), на IV Международной конференции  
«Проблемы Кибернетики и Информатики»(PCI’2012) (г.Баку, 
2012г.). 

Публикации. Основные результаты диссертации 
опубликованы в 18 работах, список которых приведен в конце 
автореферата. 

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из 
введения, трех глав и списка литературы, содержащего 70 
наименований. Обьем диссертации 118 страниц. 

 
СОДЕРЖАНИЕ  ДИССЕРТАЦИИ 

 
Диссертационная работа состоит из введения и трех глав. 

Во введении обосновывается актуальность темы диссертации, 
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сформулированы цели и задачи, требующие решения, показана 
научная новизна и практическая ценность исследований и дается 
краткий обзор работ, связанных с темой данной диссертации. 

В Главе I, состоящая из пяти разделов, рассматривается 
вариационный метод решения задачи оптимального управления 
подвижных источников для систем, состояние которых 
описываются совокупностью уравнениями теплопроводности и 
системами обыкновенных дифференциальных уравнений.  

В 1.1 первой главе рассматривается следующая задача. 
Пусть состояние управляемого процесса описывается функциями 

),( txu  и )(ts . Будем предполагать, что внутри области 

 Ttlxtx  0,0:),(  функция ),( txu  удовлетворяет 
следующему параболическому уравнению    
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с граничными и начальным условиями 
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                        ,0),(),( lxxoxu                                              (3)    

где 0a заданное число;  ),0()( 2 lLx   -заданная функция; )( - 

функция Дирака;  ),0())(),...,(),(()( 221 TLtptptptp n
n  - управляющая 

функция. Также будем предполагать,  что функции 

  nkTCtsk ,1,,0)(   , являются решением следующей  задачи  Коши 

,,1,)(,0),),(),((
)(

0 nksosTttttsf
dt

tds
kkk

k        (4) 

где 0ks - заданное число; ),0())(),...,(),(()( 221 TLtttt r
r   - 

управляющая функция; функции ),1()),(),(( nktttsfk   считаются 
известными и непрерывными вместе со своими частными 
производными по переменным  s ,   при ],[),,( ToEEts rn  . 
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Пару функций ))(),(( ttp    будем называть 

управлением. Для краткости обозначим ),0(),0( 22 TLTLH rn  -

гильбертово пространство пар ))(),(( ttp   со скалярным 

произведением  
T

H dttttptp
0

212121 )]()()()([,  , и с 

нормой  

   )(),( 22

22 LLHH
p   , где .2,1),,(  kp kkk   

Положим 
 ,,1,,1,,0:),( rjniBApHpV jjii    

и рассмотрим функционал 
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 (5) 

где ,,1,0 niAi   rjB j ,1,0  - заданные числа; 

Http  ))(),((  ;  0,0, 2121  заданные параметры; 

),0()( 2 lLxy  , ),,0())(~),...,(~),(~()(~
221 TLtptptptp n

n   

)),0()(~),...,(~),(~()(~
221 TLtttt r

r   , Http  ))(~),(~(      - заданные 
функции.  

Требуется найти такое управление ))(),(( ttp    из 
множества V  и функции ),( txu  и )(ts , чтобы функционал (5) 
принимал наименьшее возможное значение при ограничениях     
(1)-(4).  
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Задачу о нахождении функции ));(),;,((  tstxu  из 

условий (1)-(4) при заданном управлении  V  назовем 
редуцированной задачей. 

Определение 1.  Под обобщенным решением 
редуцированной задачи (1)-(4), соответствующей управлению  

Http  ))(),((  , понимается функция ));(),;,((  tstxu  из 

  TCV ,0),(0,1
2  , где  функция );,( txu  удовлетворяет 

интегральному тождеству 

    



l n

k

T

kk

l T

xxt dtttstpdxxxdxdtuau
0 1 00 0

2 )),(()()0,()(  , 

 для )(),( 1,1
2  Wtx  и ,0),( Tx    а  функция 

);()( tsts kk   удовлетворяет интегральному уравнению 

,)),(),(()( 0
0

k

t

kk sdsfts      .,1,0 nkTt   

Предполагается, что решение задачи (1)-(4) существует и 
единственно. 

Приводится пример, который показывает, что решение 
задачи (1)-(5) при 0 , вообще говоря, неединственно и 
неустойчиво.  

В 1.2 первой главы доказывается теорема существования 
и единственности решения задачи (1)-(5).  При 2,1,0  ii , имеет 
место 

Теорема 1. Существует плотное подмножество  K  
пространства H  такое, что для любого K  при 2,1,0  ii , 
задача (1)-(5) имеет единственное решение. 

В 1.3 первой главы с помощью функции Лагранжа 
найдено выражение для первой вариации функционала (5). 
Положим 
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где  ),( tx  и  )(tq  множители Лагранжа, соответствующие 
ограничениям (1) и (4). Будем предполагать, что функции 

),(),,( txtxu   являются достаточно гладкими на  

}0,0:),{( Ttlxtx  , а функции  )(),( tqts  на ],0[ T .  
Теорема 2.  Пусть выполнены все условия, принятые в 

постановке задачи (1)-(5). Тогда функционал ),()(  pJJ   
дифференцируем по Фреше и для первой вариации верна формула 
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В 1.4 первой главы найдены достаточные условия 
дифференцируемости по Фреше функционала (5) и получено 
выражение для его градиента. 

Пусть  ),( tx   является обобщенным решением из   

)(0,1
2 V   следующей сопряженной к (1)-(3) краевой задачи 
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  ,                                (7) 

],0[)],(),([2),(  xxyTxuTx ,                                 (8) 
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где ),( Txu  значение при Tt   решение  редуцированной задачи 

(1)-(4), и пусть   nkTCtqk ,1,,0)(   является решением следующей 
сопряженной к (4) задачи Коши 

.,1,0)(,0
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nkTqTt
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tts
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dt
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                   (9)                                                  

Вводим функцию Гамильтона-Понтрягина задачи (1)-(6):               
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где          )()),(( 0,1
2 Vttsk  - значение при )(tsx k  решение 

сопряженной   задачи (6)-(8) . 
Предполагается выполнение следующих условий:  

1) функции nktsf k ,1),,,(  , непрерывны по 
совокупности своих аргументов вместе со своими частными 
производными по переменным ,s   при ],0[),,( TEEts rn  ;  

2) 

функции ),,,( tsf k  ,
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tsf

f k
ks 
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удовлетворяют условию Липшица по s  и  , т.е. 
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при всех ],0[),,(),,,( TEEtstss rn
kkk   ,  где 

0 constL . 
Теорема 3.  Пусть выполнены условия 1)-2). Тогда, если 

 )(),,( tqtx  - решение из   TCV ,0),(0,1
2   сопряженной задачи 

(6)-(9), то функционал (5) дифференцируем  по Фреше на 
множестве V  и для его градиента справедливо выражение 

,,)( 
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Установлен принцип максимума.                               
Теорема 4. Пусть выполнены условия 1)-2). Тогда для 

оптимальности управления  Vp  ),( ***   необходимо 
выполнение условия 

),,,,(max),,,,( ******* 


qstHqstH
V

 , ,),(  tx       (11) 

где функции *,, ** qs  - соответственно решения задачи (4),(6)-

(8) и (9) при V *  
Необходимые условия оптимальности (11), а также 

выражение градиента (10) известным образом ставится в основу 
вычислительных методов определения минимума функционала (5) 
на множестве V  при условиях (1)-(4). 
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Теорема 5. Пусть выполнены условия теоремы 4. Тогда 
для оптимальности управления  Vp  ),( ***   необходимо 
выполнение условия 
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для   Vttp  ))(),((   , где функции ** , kq - соответственно 

решения задачи (6)-(8) и (9) при  *  . 
В 1.5 второй главы рассматривается частные случаи в 

зависимости от вида функционала и функций )),(),(( tttsfk  . 
В Главе II , состоящая из пяти разделов, рассмат-

ривается вариационный метод решения задачи оптимального 
управления подвижных источников для систем, состояние 
которых описываются уравнением теплопроводности.  

В 2.1 второй главы рассматривается следующая задача. 
Пусть состояние управляемого процесса описывается функцией 

),( txu .   Будем предполагать, что внутри области 

 Ttlxtx  0,0:),(  функция ),( txu  удовлетворяет 
следующему параболическому уравнению  











 n

k
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         (12) 

с граничными и начальным условиями 

                       ,0,0),(,0),0( Tt
x
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                        (13)   

                        ),(),( xoxu     ,0 lx                                            (14)    
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где 0a заданное число;  ),0()( 2 lLx   -заданная функция; )( - 

функция Дирака;  ),0())(),...,(),(()( 221 TLtptptptp n
n  , 

),0())(),...,(),(()( 221 TLtstststs n
n  - управляющие функции.  

Пару функций ))(),(( tstp  будем называть 

управлением. Для краткости обозначим ),0(),0( 22 TLTLH nn  -
гильбертово пространство пар ))(),(( tstp со скалярным 

произведением  
T

H dttststptp
0

212121 )]()()()([, , и с нормой  

)(),( 22

22 LLHH
sp   , где .2,1),,(  ksp kkk  

Положим   

 ,,1,0,0:),( nilBsApHpV iiii    
и введем в рассмотрение функционал 

и    
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(15) 

где niBA ii ,1,0,0  - заданные числа; 
 0,0, 2121  заданные параметры; Htstp  ))(),(( ;  

)(),(~
2  Ltxu , Http  ))(~),(~(  , ),,0())(~),...,(~),(~()(~

221 TLtptptptp n
n    

)),0())(~),...,(~),(~()(~
221 TLtstststs n

n   - заданные функции.  
Требуется найти такое управление ))(),(( tstp  из 

множества V  и функцию ),( txu , чтобы функционал (15) принимал 
наименьшее возможное значение при ограничениях (12)-(14).  
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Задачу о нахождении функции );,(),( txutxu   из условий 
(12)-(14) при заданном управлении  V  назовем редуцированной 
задачей. 

 Решение задачи (12)-(14) при заданном управлении 
Vtstp  ))(),((  понимается в обобщенном смысле, аналогично 

случаю (1)-(4). Предполагается, что решение задачи (12)-(14) 
существует и единственно. 

В 2.2 второй главы доказывается теорема существования 
и единственности решения задачи (12)-(15).  При 2,1,0  ii , 
имеет место 

Теорема 6. Существует плотное подмножество  K  
пространства H  такое, что для любого K  при 2,1,0  ii , 
задача (12)-(15) имеет единственное решение. 

В 2.3 второй главы с помощью функции Лагранжа 
найдено выражение для первой вариации функционала (15). 
Положим 
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где  ),( tx - множитель Лагранжа, соответствующий ограничению 
(12). Будем предполагать, что функции ),(),,( txtxu   являются 

достаточно гладкими на  }0,0:),{( Ttlxtx  .  
Теорема 7 .  Пусть выполнены все условия, принятые в 

постановке задачи (12)-(15). Тогда функционал ),()( spJJ   
дифференцируем по Фреше и для первой вариации верна формула 
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В 2.4 второй главы найдены достаточные условия 
дифференцируемости по Фреше функционала (15) и получено 
выражение для его градиента, установлены необходимые условия 
оптимальности в виде точечного и  интегрального принципов 
максимума. 

Пусть  ),( tx   - решение из   )(0,1
2 V   сопряженной к  

(12)-(14) задачи 
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].,0[,0),(  xTx                                                     (18) 
 

Вводится функция Гамильтона-Понтрягина задачи (12)-
(15):              
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где          )()),(( 0,1
2 Vttsk  - значение при )(tsx k  решение  

сопряженной  задачи (16)-(18). 
Теорема 8.  Если ),( tx  - решение сопряженной задачи 

(16)-(18), то функционал (15) дифференцируем  по Фреше на 
множестве V  и для его градиента справедливо выражение 
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Установлен принцип максимума. 
Теорема 9. Пусть ),(* tx решения задачи (16)-(18) при 

V * . Тогда для оптимальности управления 

Vtstp  ))(),(( ***  необходимо выполнение условия 

                      ),,,(max),,( *** 


tHtH
V

  .),(  tx               (20) 

Необходимые условия оптимальности (20), а также 
выражение градиента (19) известным образом ставится в основу 
вычислительных методов определения минимума функционала 
(15) на множестве V  при условиях (12)-(14). 

Теорема 10. Для оптимальности управления  

Vtstp  ))(),(( ***  необходимо выполнение условия   
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для   Vtstp  ))(),((  . Здесь ),(* tx  является решением 

сопряженной задачи (16)-(18) при ))(),(( *** tstp . 
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В 2.5 второй главы рассматриваются частные случаи в 
зависимости от вида функционала. 

В Главе III , состоящая из двух разделов, 
рассматривается численные решения задачи оптимального 
управления подвижными источниками, разрешимость которых 
исследована в первой и второй главах. Численная реализация 
проведена с использованием конечно-разностных методов. 
Приведены в виде таблицы численные результаты расчетов и 
сделана сравнительный анализ полученных результатов.  

В заключение, выражаю глубокую благодарность 
научному руководителю – доктору физико-математических наук, 
профессору Б.Т.Билалову за постоянное внимание к работе и 
сделанные ценные замечания. 
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RAFİQ AĞACAN oğlu TEYMUROV 
 

İSTİLİKKEÇİRMƏ TƏNLİYİ ÜÇÜN MƏNBƏLƏRİN 
HƏRƏKƏTİNİN OPTİMAL İDARƏ EDİLMƏSİ 

 
XÜLASƏ 

 
Dissertasiya işi  vəziyyəti istilikkeçirmə tənliyi və adi diferensial 

tənliklər sistemi ilə, eləcə də  vəziyyəti yalnız istilikkeçirmə tənliyi ilə 
təsvir olunan idarəetmə sistemlərində hərəkət edən mənbələrin optimal 
idarə edilməsi məsələlərinin həllinə həsr olunmuşdur. 

Dissertasiya işində alınan əsas nəticələr aşağıdakılardır: 
- hərəkət edən mənbələrin optimal idarə edilməsi məsələlərinin 

həllinin korrektliyi tədqiq edilmişdir; 
- baxılan optimal idarəetmə məsələlərinin həllinin varlığı və 

yeganəliyi haqqında teoremlər isbat edilmişdir; 
- məqsəd funksionalının Freşe mənada diferensiallanması üçun 

kafi şərtlər və onun qradiyenti üçün düsturlar alınmışdır; 
- optimallıq üçün nöqtəvi və maksimum prinsipi şəklində zəruri 

şərtlər təyin edilmişdir; 
- hərəkət edən mənbələrin optimal idarə edilməsi məsələlərinin 

ədədi həll alqoritmləri qurulmuşdur; 
- tədqiq olunan məsələlərin ədədi həlləri tapılmış və onların 

müqayisəli analizi aparılmışdır.  
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RAFİG AGACAN oqlu TEYMUROV 
 

OPTIMAL CONTROL OF MOVING SOURCES  
FOR HEAT EQUATION  

 
SUMMARY 

 
Dissertational work is devoted by the solution of a problem of 

optimal control of moving sources for the systems which condition are 
described by the heat equations and systems of the ordinary differential 
equations, also which condition are described only by the heat equation. 
The following results are obtained: 

   - questions of a correctness of the problem of optimal control of 
the moving sources are studied; 

- theorem on existence and uniqueness of the solution the 
problems of considering optimal control ; 

- sufficient conditions of Frechet differentiability of purpose 
functional and an expression for its gradient is obtained; 

   - necessary conditions of optimality in the form of point wise 
and integral maximum principles is established ;  

- numerical solution algorithms the problems of optimal control  
of the moving sources are builted; 

- numerical solution of the investigation problems  are obtained 
and their comparative analysis have been carried.  
 


