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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

 
 Актуальность темы. Многие актуальные научные и 
технические проблемы связаны с исследованием процессов 
распространения волн в сплошных средах, с расчетом ударных 
воздействий на тела.  
         Аналитические исследования дают возможность отыскать 
точные решения задачи, что имеет большое значение, ибо точные 
решения позволяют оценить основные особенности решения в общем 
случае – характер и меру влияния на него различных задаваемых 
параметров. С другой  стороны точные решения всегда остаются 
эталонными и необходимы, в частности для отработки численных 
методов для более сложных случаев. 

В динамической теории упругости, задачи гармонических 
колебаний занимают значительно более скромное место по сравнению 
с нестационарными задачами. Но в большинстве случаев, 
источниками возбуждения волновых процессов в упругих средах 
оказываются воздействия ударного и взрывного характера. В связи, с 
чем возрастает актуальность решений задач нестационарной 
динамики, т.к. в приложениях приходится иметь дело, как правило,  с 
такими задачами. 
  С другой стороны, арсенал аналитических решений 
пространственных задач довольно скуден. Здесь, кроме решений 
задачи Лэмба можно указать всего несколько работ [30,96] из 
динамики прямоугольных брус. 

Поэтому исследование и разработка методов аналитических 
решений неодномерных задач динамики  актуальны с теоретической 
точки зрения. Несмотря на имеющиеся в этой области исследования, 
до настоящего времени полностью отсутствуют аналитические 
методы  решения нестационарных задач для тел с  цилиндрической 
симметрией.  До сих пор известны только асимптотические решения 
нестационарной задачи для круглого цилиндра. 
 Диссертация посвящена в основном восполнению этих 
пробелов: построение и разработка методов точных аналитических 
пространственных задач  нестационарной динамики, в том числе, и 
для цилиндрических тел различной конфигурации.  
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В этом контексте, исследования, содержащейся в диссертации 
относятся к самым актуальным проблемам динамики деформируемого 
твердого тела.   

Цель работы. Решение некоторых пространственных задач 
нестационарной динамики теории упругости. 

Объектом исследований выбраны полубесконечные 
прямоугольные призмы и слоистые цилиндрические области. 

Методика выполнения исследований. При решении задач 
использованы методы теории математической физики и 
дифференциальных уравнений, методы теории функции комплексного 
переменного, и операционного исчисления, замены неизвестных 
функций, а также методы динамической теории упругости. 

Научная новизна исследований заключается в следующем: в 
диссертации получены аналитические решения пространственных 
задач динамической теории упругости, разработан метод решения 
задач цилиндрических волновых движений и впервые получены 
некоторые точные решения. 
- Разработан метод решения трехмерной системы Ляме в задаче 
касательного удара по торцу полубесконечной прямоугольной 
призмы. 
  - Разработан метод решения нестационарных задач теории упругости 
для тел с цилиндрических симметрий. 
- Впервые получено точное решение задачи об ударе по цилиндру для 
начального и конечного интервала времени. 
- Разработан метод решения задач цилиндрических волновых 
движений и впервые получены точные решения задач для некоторых 
видов областей. 

Практическая ценность. Полученные в работе научные 
результаты и построенные решения представляют в первую очередь 
большую научно – теоретическую ценность. Но кроме того этого, эти 
результаты представляют практический интерес для ряда технических 
приложений. Таковыми являются проблемы проектирования и расчета 
динамических тормозных систем, проблемы проектирования 
высотных зданий и др. 

Апробация работы. Работа обсуждалась на семинарах и 
конференциях: «Материалы научной конференции аспирантов 
НАНА», «Материалы конференции посвященные 100-летию 
профессора Ю.А. Амензаде» и в «International Baku forum of young 
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scientists dedicated to the 90th   anniversary  of national leader Heydar 
Aliyev.»  

Публикации. По теме диссертации опубликовано 8 научных 
работ, из них 5 статей. 

Структура и объем работы. Диссертационная работа состоит 
из введения, двух глав, заключения и списка литературы, 
содержащего 107 наименований, 15 рисунков. Объем работы  125 
страниц. 

 
 
 

СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ. 
 
Диссертационная работа состоит из введения, двух глав, 

заключения и списка использованной литературы.  
Во введении обоснована актуальность выполненной работы, цель и 
научная новизна, дан обзор работ по теме диссертации и краткое 
содержание работы.   
В первой главе рассматривается распространение нестационарных 
волн в призмах прямоугольного поперечного сечения, 
полубесконечной длины.  
Изучаются различные аспекты динамики прямоугольных брус, 
получены аналитические решения многочисленных задач. Построены 
графики распределения различных величин для последующих 
значений времени нагружения, что позволяет составить почти 
видеосюжет процесса распространения этих величин. 
В 1.1 изучено действие знаменитого принципа Сен-Венана для 
нестационарной динамики прямоугольных балок. Были использованы 
известные задачи из динамики прямоугольных призм, полученные    
Н.Б. Расуловой в [30], которые справедливы для любой конечно 
интегрируемой функцией нагружения )(),(0 tHyx действующих на 
торцевой площадке полубесконечной балки. Наличие функции 

),(0 yx  в решениях, имеющей довольно широкий диапазон 
определения, позволило построить решение для различных функций 
нагружения, а затем сравнить результаты в последовательных 
значениях времени, начиная с нуля. Построены графики функции 
осевой скорости частиц центральной оси от координаты z , при 
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заданных значениях безразмерного времени t
a

c1
0


 
и для различных 

статически эквивалентных функций нагружения. 
Первая столба графиков соответствует равномерному распределению 
нагрузок по всей торцевой площади:  

ayaaxayx  ,,0),(0  , ba   
Во втором столбе, графики демонстрируют случай, когда общая 
нагрузка распределена в центральной части торца по области 

ayaaxa 1,01,0,1,01,0   и имеет величину: 

0100),(0  yx . 
Третья столба соответствует случаю равномерного распределения 
нагрузок 0400),(0  yx  по области 

ayaaxa 05,005,0,05,005,0  . 
 
       I                                     II                                                  III 
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Фиг. 1 Графики распределения продольных скоростей частиц 

центральной оси в моментах 
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Фиг. 2 Графики распределения продольных скоростей частиц 

центральной оси в моментах 
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Полученные графики позволяют сделать следующие выводы: 

а) как и следовало ожидать, в начальный момент, решения, 
соответствующие разному распределению нагрузок, резко отличаются 
друг от друга. Этот статус сохраняется до времени 20  . 

б) после этого момента, на переднем фронте решения начинают 
совпадать, и эта область постепенно расширяется.  

в) процесс расширения продолжается до времени 70  , когда 
решения по всей области, исключая близлежащую область к торцу, 
почти совпадают, а затем это совпадение сохраняется до конца 
нагружения. 

г) поскольку нагружения во втором и третьем случаях более 
близки друг к другу, процесс совпадения решений формируется  
намного раньше, почти  в  моменте 10  . 
В 1.2 исследуется процесс распространения нестационарных волн в 
полубесконечной призме, подвергающей действие ударных 
касательных сил, распределенной по торцевой площадке. Материал 
призмы считается упругим, изотропным и однородным. В таком 
случае, рассматриваема задача представляется следующей начально-
краевой задачей математической физики:  

   

 wuUU

UUdivgrad
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                                  (1) 

где 

U - вектор перемещений, - плотность материала,  ,  - 

постоянные Ляме.  
Начальные условия нулевые: 
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Торцевые условия соответствуют касательному удару 
следующего вида:  
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Боковые поверхности покрыты гибкой нерастяжимой 

мембраной, что соответствует следующим граничным условиям: 
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Применим преобразования Лапласа по t , а затем 

преобразования Фурье по осевому координату z , что и дает: 
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 Заменяя функций ,, cc vu  и sw с тремя новыми функциями 

1,  и 2 , 
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и, после несложных операций эту систему можно привести к весьма 

удобной  и упрошенной форме: 
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для случая ,01 const   и 02   

Здесь 2,1, iiH  операторы Гельмгольца, 
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Наличия боковых условий в виде (4) позволяют представить искомые 
решения в следующем виде: 
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 Решения в этом случае представлены одним поперечным потенциалом 

1  вызывающими единственные перемещения:  
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Полученные решения показывают следующую волновую картину: по 
призме в направлении оси  z  распространяется изгибная волна со 
скоростью 

2c ; Отражения этой волны от боковых поверхностей  опять 
же являются волны этого же типа. 
Построены графики и они соответствуют результатам, 
непротиворечащим здравой логике.    
В 1.3 посвящена изучению нестационарного распространения волн в 
прямоугольной призмы, возникших под влиянием ударных сдвиговых 
сил, действующих в торцевой площадке, когда одна пара боковых 
поверхностей свободна от усилий. 

Задача о касательном ударе по торцу полубесконечного 
прямоугольного бруса, когда все боковые поверхности подвергнуты 
действию смещенных условий, была решена в предыдущем 
параграфе.   Но существования хотя бы одной пары свободных 
боковых условий, намного усложняет процесс интегрирования и 
поэтому требует отдельного рассмотрения. 
Рассматриваемая начально-краевая задача предполагает 
интегрирования системы трехмерных уравнений Ляме; в этом случае 
систему (1)-(3) присоединяются следующие краевые условия 

c) 0 xzxyxx  ,      при    ax            (5)                              
                                                               



 

18 
 

d)  ,

0

0

0















v

yx

yx





       при     by                            (6)  

Решение этой системы представлено в виде: 
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Коэффициенты mA mB  и mC являются решений следующей линейной, 
алъгебраической системы:    
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 Найдены обратные преобразования этих функций для начальных 
стадий процесса. 
В 1.4 исследован процесс распространения нестационарных волн в 
прямоугольном брусе, при усложненных боковых условиях. Движение 
возникает вследствие действий ударных нормальных сил, 
приложенных в торцевую площадку полубесконечного бруса, все 
четыре боковые поверхности которого свободны от усилий. Именно 
эти однотипные условия выступают усложняющими факторами в 
решении  этой задачи. В ранее известных решениях боковые стороны 
частично или полностью подвергаются условиям смешанного типа, 
благодаря которым удается разделить граничные значения различных 
волн на этих поверхностях.При отсутствии этого упрощающего 
фактора, сделать дизайн решений, удовлетворяющих все свободные 
боковые условия, оказывается проблематичной. 

Данная работа посвящена исследованию нестационарных 
волновых процессов в прямоугольных призмах, со сводными 
боковыми сторонами, подвергающихся действию внезапно 
приложенных на торцевой области нормальных сил. В отличие от 
предыдущих работ, где рассматривались и строились решения для 
довольно широкого класса функций нагрузок в данной работе, с 
учетом сложности задачи, предполагается постоянство этой функции 
вдоль поверхности торцевой области.          

На основе полученных решений построены графики 
распределения осевой скорости частиц центральной линии на одной 
из боковых поверхностей, в зависимости от координаты z  и в 
последующих значениях времени. Результаты блестяще 
подтверждают и теоретических ожиданий и экспериментальных 
результатов. 
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В графиках отчетливо видны образования квазифронта волн, 

распространяющихся со скоростью 


E  (стержневая скорость). Ближе 

к торцевой части, вследствие неоднократных отражений волн, почти 
осуществляется   решение, которое дает элементарная теория 
стержней. Этот результат примерно в таком же виде обнаружен и в 
[96], который получен для центральной линии х=0, у=0.    
В 1.5  рассматривается задача об ударе по торцевой области 
полубесконечной прямоугольной призмы, боковые стороны которой 
подвержены условиям скользящего контакта.  
      Представленный в [30] новый метод решения системы трехмерных 
уравнений Ляме,  позволяет легко довести эту задачу,  до полного и 
точного решения. Получен результат что, при рассмотренных боковых 
условиях и при постоянстве ударных сил, призматический брус ведет 
себя как обыкновенный стержень, с той лишь разницей, что передний 

фронт волн распространяется со скоростью 1c , а не со стержневой 

скоростью .

E  

Во второй главе диссертации рассматриваются нестационарные 
динамические задачи теории упругости для тел, обладающих 
цилиндрической симметрией.  

Существующие аналитические решения цилиндрических задач 
динамической теории упругости довольно скудны, известны только 
асимптотические решения задачи об ударе по цилиндру [99]. 

Цель настоящей главы, предоставить методы построения 
решения упругой задачи нестационарной динамики в общем виде для 
цилиндрических волновых движений. 

В 2.1 рассматривается задача о распространении волн в 
полубесконечном круговом цилиндре радиуса a , под действием 
ударных осевых сил, приложенных на торцевой площадке цилиндра. 

В цилиндрической системе координат zz ,,  связанной с 
торцом цилиндра, решение рассматриваемой осесимметричной задачи 
связано с решением следующей системы:  
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 Здесь ru  и zu  радиальное и осевое перемещение частиц,   

плотность. 
Этой системе присоединяются соответствующие начальные и 

граничные условия. 
Задача решается применением интегральных преобразований 

Лапласа и Фурье. 
Вся сложность связано именно с процессом нахождения 

обратных, двукратных преобразований полученных решений. Новизна 
этой главы состоит в представлении новых методов обращения 
подобных преобразований. Этот метод является видоизменным 
методом, ранее успешно примененным в [96] при решении 
нестационарной задачи для упругого слоя, и он позволяет получить 
решения даже для слоистого цилиндрического тела.   
 В диссертации получены решения для полубесконечного 
круглого цилиндра и для полупространства со встроенным упругим 
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цилиндром Найдены аналитические решения и они иллюстрированы в 
графиках. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЯ И ВЫВОДЫ 
В диссертации исследованы нестационарные задачи механики 

деформируемого твердого тела для упругих тел. В математическом 
отношении задачи, решенные в диссертации, являются достаточно 
сложными, и порой нестандартными. Полученные результаты могут, 
быть внедрены в производстве при проектировании специальных 
конструкций. Они могут быть применены также в других областях, 
где существуют ударные воздействия на различные машины, 
конструкции и оборудования. 
В диссертации получены следующие результаты. 

1. Теоретически исследован принцип Сен-Венана в динамике 
балок для нестационарного движения. 

2. Разработан метод решения трехмерной системы Ляме в задаче 
касательного удара по торцу полубесконечной прямоугольной 
призмы. 

3. Найдено компактное решение сложнейшей задачи о 
нестационарном движении прямоугольного бруса, когда все 
боковые поверхности свободные. 

4. Разработан метод решения нестационарных задач теории 
упругости для тел с цилиндрических симметрий. 

5. Впервые получено точное решение задачи об ударе по 
цилиндру, для начального и конечного интервала времени. 

6. Исследованы и решены задачи о нестационарном движении 
полупространства со встроенным в нем цилиндром.   

7. Почти всё полученные аналитические решения 
иллюстрированы в виде серийных графиков последующими 
значениями времени, что позволяет, составить видеоленту 
процесса распространения. 
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Резюмируя результаты, полученные в диссертации, можно 
сделать следующие выводы: 
1) Получены аналитические решения нескольких 

пространственных задач динамики деформируемых  тел. 
2) Разработан метод решения задач цилиндрических 

волновых движений и впервые получены точные решения 
задач для некоторых видов областей. 

 
 
 

GÜLNAR RÖVŞƏN qızı ŞAMİLOVA 
 

DÜZBUCAQLI PRİZMALARDA VƏ SİLNDİRLƏRDƏ QEYRİ-

STASİONAR DALĞALARIN YAYILMASI PROSESİNİN TƏDQİQİ 

 
XÜLASƏ 

 
Dissertasiya işində aşağıdakı yeniliklər alınmışdır. 

- Üçölçülü fəza mələlərinin qeyri-stasionar dinamikası araşdırılmış bir çox 
məsələlərin dəqiq həlləri alınmışdır. 
-  Yarımsonsuz düzbucaqlı prizmanın uc kəsiyinə toxunan zərbə 
məsələsində üçölçülü Lame sisteminin həll metodu işlənib hazırlanıb. 
- Silindrik simmetriyaya malik cisimlər üçün elastiklik nəzəriyyəsinin 
qeyri-stasionar məsələlərinin həll metodları hazırlanıb. 
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GULNAR ROVSHAN gizi  SHAMILOVA 
 

THE INVESTIGATION OF PROPAGATION OF 
NONSTATIONARY WAVES IN RECTANGULAR PRISMS AND 

CYLINDERS. 
 

SUMMARY 
 

 In the dissertation the folloving important results were obtained. 
- Was to investigate the dynamics of space, three-dimensional, 
nonstationary movements and find the exact solution of some problems 
- A method for solving the Lame three-dimensional system in the problem 
of tangential impact on prism the and face of a semi-infinite rectangular 
prism was worked out. 
- A method for solving nonstationary problems of elasticity theory for 
bodies with cylindrical symmetry was selabrated.  
 
 
 

 
 

 


