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                     ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
 

Актуальность темы. Нелокальные задачи в настоящее время 
являются интенсивно развивающимся разделом теории 
дифференциальных уравнений. Теория нелокальных задач, возникла 
из-за потребностей  современной науки и техники. Проблемы 
современной  науки и техники выдвинули на первый план решение 
более реальных практических задач, связанных с исследованием 
разнообразных классов математических моделей. Математическое 
моделирование многих биологических  и технологических процессов  
приводит к изучению нелокальных краевых задач для различных 
классов дифференциальных уравнений.  
               в монографиях Дженалиева М.Т., Рамазанова М.И. , а также 
Нахушева А.М. и др.  

К числу нелокальных задач   относятся также задачи, 
связанные с уравнениями «нелокального характера», например, 
нагруженными, с интегро-дифференциальными или функционально-
дифференциальными уравнениями  если даже краевые условия для 
них являются локальными. 

Интерес к  нелокальной задаче (кроме теоретического 
значения) вызван, очевидно, важностью ее физической 
интерпретации: если дифференциальное уравнение описывает 
некоторый физической процесс, то нелокальные краевые условия 
описывают некоторые алгебраические выражения, связывающие 
искомое решение и его производные в двух и более точках 
наблюдения физического процесса. Подобные ситуации имеют место 
при изучении явлений, происходящих в плазме, процессов 
распространения тепла, некоторых технологических процессов, 
процессов влагопереноса в пористых средах, обратных задач, а также 
в задачах математической биологии и демографии. Поэтому изучение 
нелокальных  задач для различных классов дифференциальных 
уравнений  привлекали внимание многих математиков: Абдуллаев 
В. М., Айда-заде К.Р.,  Алиев А.Р., Алиев Н.А., Алиев Ф.А., Апаков 
Ю.П., Арланова Е.Ю., Ахиев С.С., Ахыев С.С., Бабаева С.Ф., Багирова  
С.Г., Бештоков М.Х., Бицзадзе А.В., Водахова  В.А., Гусейнов О.М., 
Дезин А.А., Дюжева А. В., Жегалов В.И., Зульфугарова Р.Т., Ибиев 
Ф.Т., Ильин В.А., Канчукоев В.З.,  Керимов К. А.,  Кечина О.М.,  
Кулиев Г.Ф., Кумыкова С.К.,  Мамчуев М.О.,  Мехтиев М.Ф.,  
Мирзоев С.С., Моисеев Е.И., Муталлимов М.М., Нахушев  А.М.,  
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Огородников Е.Н.,  Пулькина Л. С.,  Репин О.А., Самарский А.А., 
Сербина Л.И, Солдатов А.П., Уткина Е.А., Шарифов Я.А., Ширинов 
Т.В., Шхануков М.Х., Эфендиев С.Н., Юсифов М.Р. и др. 
              Заметим, что нелокальные задачи с интегральными краевыми 
условиями исследованы в работах  Абдрахманова А. М.,  Голубевой 
Н.Д.,  Данилькиной О.Ю., Дмитриева В. Б., Жесткова  С.В., Ибиева 
Ф.Т., Кожанова А. И.,  Мегралиева Я.Т., Мехтиева М.Ф., Пулькиной 
Л.С., Сабитова К.Б., Сафари А.Р., Шарифова Я.А. и др. 

За последние десятилетие существенно повысился интерес к 
многомерным локальным и нелокальным краевым задачам для 
дифференциальных уравнений с частными производными . Это 
связано с их появлением в различных задачах прикладного характера . 
Актуальность исследований, проводимых в этой области, объясняется 
появлением многомерных локальных и нелокальных  задач для 
уравнений с негладкими коэффициентами, связанных с различными 
прикладными задачами. При этом важным принципиальным 
моментом является то, что рассматриваемые уравнения обладают, 
негладкими коэффициентами которые удовлетворяют только 
некоторым условиям типа P -интегрируемости и ограниченности т.е. 
рассмотренные гиперболические дифференциальные операторы не 
имеют традиционного сопряженного оператора. Поэтому функция 
Римана для таких  уравнений не может быть исследована 
классическим методом характеристик.  
          Задачи такого типа возникают,  при исследовании вопросов 
фильтрации жидкости в трещиноватых средах, влагопереносом в 
грунтах, распространением импульсных лучевых волн, в различных 
биологических процессах и в теории обратных задач.  

Заметим что, в диссертации  рассматриваемые уравнения 
являются обобщениями многих модельных уравнений некоторых 
процессов (например, уравнения влагопереноса, уравнения Аллера, 
уравнения теплопроводности, уравнения Манжерона, уравнения 
Лапласа, уравнения Буссинеска-Лява, телеграфного уравнения, 
уравнения колебания струны и т.д.). Поэтому возникает весьма 
актуальный вопрос об исследовании вопросов корректной 
разрешимости для многомерных локальных и нелокальных задач, 
связанных с гиперболическими уравнениями с доминирующими 
производными, вообще говоря, с негладкими переменными 
коэффициентами.  В диссертационной работе для исследований таких 
задач развита методика, которая аналогично методу,  предложенному 
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С.С.Ахиевым  и  существенно  использует современные методы 
теории функций и функционального анализа.  
          Цель работы. Основная цель данной диссертационной 
работы заключается в следующем: 
 -исследование разнообразных классов  двумерных и 
многомерных  локальных и нелокальных начально-краевых задач 
для гиперболических уравнений с доминирующей смешанной 
производной высокого порядка  в неклассических трактовках; 
-разработка нетрадиционных вариантов метода приращений при 
исследовании разнообразных классов нелокальных задач 
оптимального управления для гиперболических уравнений 
высокого порядка с негладкими  коэффициентами и их 
применение для получения новые необходимые условия 
оптимальности первого порядка в форме принципа максимума 
Л.С.Понтрягина. 

Метод исследования. В диссертации применяются 
методы теории краевых задач, теории линейных операторных 
уравнений в банаховых пространствах, теории 
дифференциальных уравнений с частными производными,  
теории интегральных и  интегро-дифференциальных  уравнений, 
теории нагруженных  уравнений, функционального анализа и 
теории оптимального управления. 
       Научная новизна. Основные результаты работы являются 
новыми и заключаются  в  следующем:  
 При весьма естественных предположениях исследованы 

задачи Коши и Гурса в неклассических трактовках. Обоснована 
формула интегрирования по частям неклассического типа при 
исследовании задачи Гурса для псевдопараболического уравнения 
с негладкими коэффициентами и с доминирующей смешанной 
производной четвертого порядка; 
 Исследована нелокальная комбинированная задача типа Бицадзе-

Самарского и Самарского-Ионкина для системы 
псевдопараболических уравнений; 
 Обоснованы некоторые двумерные  краевые задачи в 

неклассических трактовках (задача Дирихле, задача Неймана, 
задача с условиями на всей границе, контактно-краевая задача, 
финально-краевая задача и.т.д.); 
 Исследованы трехмерные локальные и нелокальные краевые 
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задачи в анизотропных пространствах С.Л.Соболева; 
 Продемонстрированы некоторые классы двумерные и 

трехмерные   нелокальные  краевые  задачи,  которые   как  
комбинированные  задачи  играют  агентную  роль  между  
задачами  с  интегральными и многоточечными краевыми 
условиями; 
 Выявлены общие классы  корректно поставленных 

многомерных локальных и нелокальных  краевых задач для 
гиперболических уравнений с доминирующей смешанной 
производной  высокого порядка с негладкими коэффициентами; 
 Полученные  результаты имеют приложения  в   

исследовании  различных классов многомерных локальных и 
нелокальных задач оптимального управления, которые 
описываются гиперболическими уравнениями высокого порядка 
с негладкими коэффициентами.          

Теоретическая и практическая ценность. Задача, изученная в 
диссертации, представляет собой не только теоретический, но и 
практический интерес. Результаты работы могут быть 
применены при решении многомерных локальных и 
нелокальных задач оптимального управления для 
гиперболических уравнений с доминирующей смешанной 
производной высокого порядка с негладкими коэффициентами, 
возникающих при моделировании и оптимизации 
биологических и технологических процессов.   

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались на 
II Респуб. научной конференции «Современные проблемы 
информатизации, Кибернетики и информациионных технологий» 
(2004г.), на  Межд. конф. по математике и механике, посвящённой 50-
летию со дня рождения чл. корр. НАНА, проф. И.Т.Мамедова  
(2005г.), на научн. конф., посвящ.75-летию чл.- корр. НАНА, 
заслуженного деятеля науки, лауреата   Гос. Премии, д.ф.-м.н, проф. 
Яхьи Джафар оглы Мамедова (2006г.), на XIII Международной 
конференции по математике и механике, посвящённой 70-летному 
юбилею  дейст. чл.  НАН Азербайджана, заслуженного деятеля науки, 
профессора А.Д.Гаджиева (2007г.),  на республиканской конференции 
посвящённой 85-летному юбилею  Общенационального Лидера 
Азербайджана Гайдара Алиева (2008г.), на Международной 
Конференции по математике и механике, посвященной 50-летию 
Института Математики и Механики НАН Азербайджана (2009г.), на 
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Международной конференции посвященной 80- летному юбилею 
академика Ф.Г.Максудова (2010г.) ,  на Международной конференции 
посвященной 100- летнему юбилею академика З.И.Халилова (2011г.) , 
на IV Международной конференции “Problems of Cybernetics and      
Informatics” (2012г.), на общеинститутском семинаре Института 
Математики и Механики  НАНА (руководитель: проф. М.Дж. 
Марданов), отдела «Дифференциальные уравнения» Института 
Математики и Механики НАНА  (руководитель: проф. А.Б.Алиев), 
отдела «Негармонический анализ» Института Математики и 
Механики НАНА (руководитель: член-корр. НАНА, проф. Б.Т. 
Билалов),  отдела «Математический  анализ» Института Математики и 
Механики НАНА (руководитель: член-корр. НАНА, проф. В.С. 
Гулиев) и др. 
        Публикации.    По  содержанию диссертации опубликовано 
в семидесяти работах автора.  Список публикаций приведен в 
конце автореферата. 
         Структура работы. Диссертация состоит из введения, 
четырех глав и списка литературы.  

СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 
Теперь перейдем к основным результатам диссертации, 

которая состоит из введения, четырех глав и цитируемой литературы. 
В тексте придерживаемся двойной  нумерации, первая из которой 
означает номер главы, а вторая номер соответствующих предложений 
или формул. 
         Рассмотренные в диссертационной работе локальные и 
нелокальные краевые задачи исследуются при помощи интегральных 
представлений функций из соболевских пространств. Отметим, что 
интегральные представления функций из соболевских пространств с 
доминирующими смешанными производными общего вида  изучены в 
работах Аманова Т.И., Никольского  С.М., Лизоркина П.И. и 
Никольского С.М.,  Бесова О.В., Ильина В.П. и Никольского С.М., 
Джабраилова А.Дж. , Ахиева С.С., Наджафова А.М.  и др. 
         В первой главе настоящей диссертации исследуется корректная 
разрешимость краевых задач для псевдопараболического уравнения 
четвертого порядка с негладкими коэффициентами.  
       Пусть   ;2,1,,0,21  khGGGG kk    GWp

1,3 ,   p1 -

пространство всех  GLu p , имеющих в смысле С.Л.Соболева 
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обобщенные производные    ,1,0;3,0,21  jiGLuDD p
ji  где 

2,1,  kxD kk . Норму в   GWp
1,3  будем определять 

равенством:  

    





1,0
3,0

211,3

j
i GL

ji
GW pp

uDDu . 

 Рассмотрим уравнение  
             xuDxaxuDDxaxuDDxuL 3

10,32
2
11,22

3
11,3  

        ,,, 211,3

1,0;2,0
3

1, 2
GxxxxxuDDxa

ji
ji

ji
ji  




               (1)                               

где    21 , xxuxu  -искомая функция из   GWp
1,3 . 

Для уравнения (1) задачу Коши представим в виде  
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                         (2) 

где 21: GGS   - абсолютно непрерывная строго убывающая 
функция,     ;0,0 12  hShS  12: GG  -функция обратная к 
функции  12 xSx  , причем производная  11

xS x  ограничена на 1G .  

    Пусть выполнены условия:     2,0,0,  iGLxa pi  и существуют 

функции    ,11
0

1,
GLxa pi

     22
0

0,3
;2,0 GLxai p  такие, что 

       2
0

0,31
0

0,31,1,
, xaxaxaxa

ii
  почти всюду на 

G ;    pE0,00,10,21,21,11,00,31,3 ,,,,,,,   

          ,2221 RRRGLGLGLGLGL ppppp   
где R -пространство действительных чисел. Норму в пространстве 

pE  будем считать определенной естественным образом в виде 
равенства  
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    До сих пор во всех известных в литературе работах задача Коши 
для уравнения (1) была поставлена и изучена в классическом виде 
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                                        (3) 

      Доказано, что условия (2) эквиваленты условиям Коши 
классического вида (3). Поэтому задачу (1), (2) можно рассматривать 
как новую постановку задачи Коши для уравнения (1). В этой 
постановке на правые части        ,, 110,31,3 GLxGLx pp    

    2,0,, 0,221,  iRGLx ipi   никаких дополнительных условий 
типа «согласования» не налагаются. Это дает возможность ожидать, 
что оператор задачи (1), (2) есть гомеоморфизм. 
       При наложенных условиях оператор 

 0,00,10,21,21,11,00,31,3 ,,,,,,, LLLLLLLLL   задачи (1), (2) определен на 
  GWp

1,3 , действует в pE  и ограничен.  
 Задача (1), (2) исследуется при помощи интегрального представления  
функций     GWxu p

3,1 : 
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1 2

0 0
21211,3

2
11 ,

2
1 x x

ddbx                                                  

при некотором     pEbbbbbbbbb  0,00,10,21,21,11,00,31,3 ,,,,,,, . 
     Таким образом, в  первом параграфе данной главы изучена задача 
Коши (1), (2)  для псевдопараболического уравнения четвертого 
порядка (1) возникающего при изучении вопросов фильтрации 
жидкости в трещиноватых средах, влагопереноса в почвогрунтах и др. 
При некоторых условиях суммируемости и ограниченности 
коэффициентов доказано, что оператор этой задачи и его 
сопряженный оператор осуществляет гомеоморфизм между 
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определенными парами банаховых пространств. При этих же условиях 
для рассматриваемой задачи введено понятие  -фундаментального 
решения, которое естественным образом обобщает понятие функции 
Римана на случай уравнений с негладкими коэффициентами и 
позволяет найти интегральное представление решения неоднородной 
задачи(теорема 1.1, теорема1.2, теорема1.3). 
       Используя равенство     ufLLuf * , а также общий вид 

линейных ограниченных функционалов на   GWP
1,3   утверждаем, что 

существует ограниченный сопряженный оператор *L вида: 
  qq EEVVVVVVVVL  :,,,,,,, 0,00,10,21,21,11,00,31,3

* . 
Теорема 1.1. Задача (1), (2) и ее сопряженная система  

безусловно везде корректно разрешимы. 
Рассмотрим систему уравнений  
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                ( 3 ) 

где  z  функция Хевисайда на R . 
           Если система ( 3 ) для каждой Gx  имеет хотя бы одно 

решение  xf  из qE , то это решение называется  -фундаменталь-
ным решением задачи (1), (2). 
      Систему ( 3 )  на каждой из области 

    1221 \,  sGG   и   GGG \  изучим в 

отдельности. Если G , то       01221   s . Кроме 
того, если же G , то       11221   s . 
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Пусть     xxiix GGGixGGGx \ˆ,2,1,\,  . 

Если Gx ,то положим     xxiix GGGixGG \ˆ,2,1,\   

Теорема 1.2. Пусть Gx  и  xf -единственное решение системы 
( 3 ) из qE . Тогда  
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          если Gx .                                        

Теорема 1.3. Пусть   xf -фундаментальное решение задачи (1), 

(2). Тогда решение   GWu p
1,3  задачи (1), (2) представляется в 

виде                 
1

110,310,31,31,3 ,,
GG

dxfdxfxu   

      
 













2

0
0,0,221,21,

2

,
i

ii
G

ii xfdxf  . 

              Отметим что, рассматриваемое уравнение (1) является 
обобщением многих модельных уравнений некоторых процессов 
(например, обобщенного уравнения влагопереноса, уравнения 
теплопроводности, телеграфного уравнения, уравнения колебания 
струны и т.д.). 

 Во втором параграфе первой главы рассматривается 
уравнение (1) при следующих условиях Гурса нового типа: 
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   (4)                         

     В этом параграфе построится  фундаментальное решение начально-
краевой задачи (1), (4)   для псевдопараболического уравнения с 
доминирующей производной четвертого порядка с негладкими 
коэффициентами (теорема 1.4, теорема 1.5, теорема 1.6). 
Теорема 1.4.  Оператор V  задачи (1), (4) есть гомеоморфизмом из 

  GWp
3,1  на  3,1

pE . 

Теорема 1.5.  Оператор    GLGL qq :3,1  есть гомеоморфизм. 
Теорема 1.6. Задача (1), (4) имеет единственное  -фундаментальное 
решение  21, xxf . При этом решение   GWu p

1,3  задачи (1), (4) 
может быть представлено посредством  -фундаментального 
решения в виде  
        210,20,2210,10,1210,00,021 ,,,, xxfxxfxxfxxu   
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G
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В параграфе 1.3  при некоторых условиях типа p -
интегрируемости и ограниченности, на коэффициенты дано понятие 
обобщенной функции Римана на случай уравнений четвертого 
порядка и найдено интегральное представление решения задачи 
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Гурса. Исследованы также условия, при которых оператор этой 
задачи, вместе с оператором соответствующей сопряженной задачи 
нетрадиционного вида, осуществляют гомеоморфизмы между 
определенными парами банаховых пространств. Найдены также 
некоторые достаточные условия, при которых обобщенная функция 
Римана существует и единственна. 

В этом параграфе изучены вопросы представления решения 
задачи Гурса для псевдопараболического уравнения с pL -
коэффициентами. Рассматриваемое уравнение имеет, вообще говоря, 
негладкие коэффициенты, и поэтому не обладает некоторым 
формально-сопряженным дифференциальным уравнением, имеющим 
определенный смысл. По этим причинам этот вопрос не может быть 
исследован посредством известных методов, использующие 
классические формулы интегрирования по частям и функций Римана 
или фундаментальных решений классического типа. Поэтому в 
параграфе 1.3 этот вопрос исследован путем нахождения одной 
неклассической формулы для интегрирования по частям и введении 
функции Римана неклассического типа (теорема 1.7, теорема 1.8, 
теорема 1.9). 

Теорема 1.7. Пусть     GWxu p
3,1  и  GLf q  

произвольные функции. Тогда справедлива следующая  формула  
                  ,,,=, *

2
3
113,13,1 dxxfNxuDDdxxfxuPVdxxfxuV

GGG
 

               
         .,3,1 GLxfGWxu qp   

Теорема 1.8.  Пусть функция  2121 ,;, xxf   является 
обобщенной функцией Римана задачи Гурса (1), (4). Тогда любое 
решение этой задачи имеет следующий вид  

   xgxu 0=

          ,,,,;,,,, 212121212103,1213,1 GxxddxxfgV
G

     ( 4 )        

Теорема 1.9. Задача Гурса (1), (4) имеет единственную 
обобщенную функцию Римана  2121 ,;, xxf  . При этом единствен-
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ное решение     GWxu p
3,1  этой задачи можно найти посредством 

обобщенной функции Римана по формуле ( 4 ). 
 В параграфе 1.4 в одном анизотропном пространстве С.Л. 

Соболева исследуется нелокальная комбинированная задача типа 
Бицадзе-Самарского и Самарского-Ионкина для одного векторного 
уравнения псевдопараболического типа с доминирующей 
производной четвертого порядка с негладкими коэффициентами . 

Пусть задано модифицированное уравнение (1) в векторном 
виде  

         =,,,, ,

4<

3

0=

1

0=

3
1,3 xtAxtuDDxtuDDxtuV ji

j
x

i
t

ji
ji

xt



  

       ,,,=,,,= 10101,3 xxttGxtxtZ                                         (5) 
начальное условие  

        ,,,=, 10000 xxxxZxtuxul                                          (6) 
и граничные условия типа Бицадзе-Самарского и Самарского-
Ионкина 
             1,111,301,201,10

0
1 ,,,,  xtuxtuxtuxtutul xxx  

     ,=,, 11,311,21 txtuxtu xxx    

             2,112,302,202,10
0
2 ,,,,  xtuxtuxtuxtutul xxx

     ,=,, 22,312,21 txtuxtu xxx    

             3,113,303,203,10
0
3 ,,,,  xtuxtuxtuxtutul xxx  

       .,,=,, 1033,313,21 ttttxtuxtu xxx                                          (7) 

Здесь:        nxtuxtuxtu n ,,...,,=, 1 - мерная искомая вектор 
функция; ji,  и ji, - заданные nn - мерные постоянные матрицы, 

 xtA ji ,, - измеримые на G  матричные функции порядка nn , 
удовлетворяющие условиям: 

   ,,0, GLxtA pj   0,1,2=j  и существуют функции 

   10
0
1, ,xxLxA pj   и    10

0
0,3 ,ttLtA p  такие что, выполнены условия  

    0,1,2=,, 0
1,1, jxAxtA jj  и    tAxtA 0

0,30,3 ,  . 
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почти всюду на G , где  евклидова норма соответствующей 

матрицы (или вектора);    10
(3)
,0 ,xxWxZ np , а также 

         10
1
,321 ,,, ttWttt np - заданные n - мерные вектор -функции, 

где   10, ,yyW m
np - пространство n - мерных вектор-функций 

      yZyZyZ n,...,= 1 , имеющих в смысле С.Л. Соболева 

производные       10,,,..., yyLyZyZ np
m  , а  10, ,yyL np  

пространство всех строчных векторов       yZyZyZ n,...,= 1  с 
элементами из     niyyLyZ pi 1,...,=,, 10 . Решение задачи (5)-(7) 
будем искать в пространстве С.Л.Соболева  

        0,1,2,3=0,1,=,\= ,,
1,3
, jiGLuDDGLuGW np

j
x

i
tnpnp   

с доминирующей производной 3
xt DD . Норму в нем определим 

равенством  

    .=
,

3

0=

1

0=
1,3
, GuDDGu

npL

j
x

i
t

jinpW   

В этом параграфе  найдено интегральное представление 
функции в пространстве С.Л.Соболева посредством определяющих 
операторов при исследовании нелокальной задачи (5)-(7) (теорема 
1.10).  

Теорема 1.10. Если 0det  , то любая функция   GWu np
1,3
,  

представима в виде  

                  dxul
t

dxul
t

xulxtu
tt

22

0

11

0

0=,  

           .,;,, 033

0

 ddxtRudxul
t

txxxG
t

   

Отметим ,что здесь        .3,...,1,0  kulDul kk    Кроме того, даже 
в частности, обоснована задача Гурса с неклассическими условиями. 
     Известно что, можно найти различные условия для корректной 
разрешимости нелокальной задачи. В этом смысле, в  параграфе 1.5  
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найдены условия корректной разрешимости нелокальной задачи с 
нагруженными краевыми условиями в интегральном виде для 
псевдопараболического уравнения четвертого порядка (теорема 1.11). 
     В параграфе 1.6 рассматривается нелокальная задача оптимального 
управления для псевдопараболического уравнения четвертого порядка 
с негладкими коэффициентами при нагруженных краевых условиях. 
Такая задача оптимального управления исследована при помощи 
одного нового варианта метода приращения. Этот метод существенно 
использует понятие сопряженного уравнения интегрального вида и 
позволяет охватывать также, случай, когда коэффициенты уравнения 
являются, вообще говоря, негладкими функциями. Иначе говоря, этот 
вариант является более естественным, чем классические варианты 
метода приращения. 

 Необходимые и достаточные условия оптимальных процессов 
для обыкновенных дифференциальных уравнений или уравнений с 
частными производными при локальных условиях достаточно полно 
изучены в работах многих математиков. Результаты, полученные в 
этом направлении подробно изучены в монографиях например, 
Л.С.Понтрягина, В.Г.Болтянского, Р.В.Гамкрелидзе и Е.Ф.Мищенко, 
Р.Белмана, Н.Н.Красовского, Ж.-Л.Лионса, Р.Габасова и 
Ф.М.Кирилловой  и др. Заметим также работ А.И.Егорова, 
К.Т.Ахмедова и С.С.Ахиева, К.К.Гасанова, А.Д.Искендерова,       
К.Б.Мансимова, М.Дж.Марданова, Т.К.Меликова, М.А.Ягубова, 
Г.Ф.Кулиева, Р.К.Тагиева, Ш.Ш. Юсубова и др., в которых 
исследованы различные классы задач оптимального управления. 

   В этом параграфе  исследована нелокальная задача 
оптимального управления для псевдопараболического уравнения 
четвертого порядка при нагруженных краевых условиях(теорема 
1.12).  

Теорема.1.12. Пусть     GLtxf q,1,3   решение сопряженного 

уравнения. Тогда для оптимальности допустимого управления   tx,  
необходимо и достаточно, чтобы почти для всех    ,, Gtx   
выполнялось условие максимума  

       ,,,,,,ˆ,,,,max 1,31,3ˆ
txtxftxHtxftxH 





 

где     ,,,,, 1,31,3 txfftxH   функция Гамильтона- Понтрягина. 
         Теперь рассмотрим обобщенное уравнение Манжерона  
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         yxuDDyxayxuDDyxuV yxyx ,,,, 2
2,1

22
2,2  

        yxuDyxayxuDDyxa xyx ,,,, 2
2,0

2
1,2  

         GLyxZyxuDDyxayxuDyxa p
j
y

i
xji

ji
y   ,=,),(,, 2,2,

1

0=

1

0=

2
0,2 ,(8) 

Здесь    yxuxu , -искомая функция, определенная на  yxaG ji ,; , -

заданные измеримые функции на 21 GGG  , где 

 ,,0 jj hG  ;2,1j  ),(2,2 yxZ -заданная измеримая  функция на ;G  

tDt  / -оператор обобщенного  дифференцирования в смысле 

С.Л. Соболева и 0
tD - оператор  тождественного  преобразования.  

Уравнение (8) является гиперболическим уравнением, которое 
обладает двумя действительными характеристиками 

constyconstx  , , первая и вторая из которых двукратная. 
Обобщенное уравнение Манжерона – это одно из основных 
дифференциальных уравнений математической биологии. 
Рассматриваемое уравнение является обобщением многих модельных 
уравнений некоторых процессов (обобщенное уравнение 
влагопереноса, телеграфное уравнение, уравнение колебания струны, 
уравнение теплопроводности, уравнение Аллера и.т.д). Кроме того, 
это уравнение является обобщением уравнения Буссинеска-Лява, 
описывающего продольные волны в тонком упругом стержне с учётом 
эффектов поперечной инерции. 

В параграфе 2.1  для  уравнения (8)  рассмотрена задача 
Дирихле с неклассическими условиями, не требующими условий 
согласования. Обоснована эквивалентность этих условий 
классическим краевым условиям в случае, если решение поставленной 
задачи ищется в одном изотропном пространстве С.Л.Соболева 
(теорема 2.1).  
      Теорема 2.1.  Задачи  Дирихле классического  и неклассического 
вида для уравнения (8) эквивалентны. 

Первая краевая задача или задача Дирихле, (т.е. задача в 
которой носителем данных является замкнутый контур) хорошо 
известна для дифференциальных уравнений эллиптического типа. 
Задача Дирихле является одной из основных краевых задач 
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математической физики. С этой точки зрения, эта работа посвящена 
актуальным проблемам математической физики. 

В этом параграфе решение осуществляется редукцией к 
системе уравнений Фредгольма, корректная разрешимость которых 
устанавливается при негладких условиях на коэффициенты уравнения 
на основе метода интегральных представлений(теорема 2.2). При 
негладких условиях на коэффициенты уравнения, в прямоугольной 
области для этой задачи найдены условия корректной разрешимости в 
интегральном виде на основе метода интегральных представлений( 
теорема 2.3). 
Теорема 2.3.  Оператор V  задачи Дирихле неклассического вида есть 
гомеоморфизмом из   GWp

2,2  на  2,2
pE . 

В параграфе 2.2 для  уравнения (8) рассмотрена задача 
Неймана с неклассическими краевыми условиями, не требующими 
условий согласования. Обоснована эквивалентность этих условий 
классическим краевым  условиям в случае, если решение 
поставленной задачи ищется в изотропном пространстве С.Л. 
Соболева   GWp

2,2 (теорема 2.4). 
Теорема 2.4.  Задачи  Неймана классического  и неклассического вида 
для уравнения (8) эквивалентны. 

Рассмотрим уравнение 

          ,,,,, 3,3

3

0,
,3,3 GLyxZyxuDDyxayxuV p

ji

j
y

i
xji  



            (9) 

где   1,3,3 yxa . 
Здесь  yxu , -искомая функция, определенная на G ; 

 yxa ji ,, -заданные измеримые функции на 21 GGG  , где 

   yxZkhG kk ,;2,1,,0 3,3 -заданная измеримая функция на G ; 
Уравнение (9) является гиперболическим уравнением, которое 

обладает двумя действительными характеристиками 
constyconstx  , , первая и вторая из которых трехкратная. 

Поэтому уравнение (9) в некотором смысле можно рассматривать как 
псевдопараболическое уравнение. Это уравнение является 
обобщением уравнения изгиба тонкой сферической оболочки. 
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В параграфе  2.3. для  уравнения (9) рассмотрена задача с 
неклассическими условиями на всей границе, не требующими условий 
согласования. Обоснована эквивалентность этих условий 
классическим краевым условиям в случае, если решение поставленной 
задачи ищется в изотропном пространстве С.Л. Соболева (теорема 
2.5). 
Теорема 2.5. Задачи  с условиями на всей границе классического  и 
неклассического вида для уравнения (9)  эквивалентны. 

Рассмотрим уравнение 

           GLxZxuDDxaxuV p
i i

ii
ii 

 
4,4

4

0

4

0
21,4,4

1 2

21

21
,        (10)                          

где   14,4 xa . 

Здесь    21, xxuxu  -искомая функция, определенная на 
 xaG ii 21 ,; -заданные измеримые функции на 21 GGG  , где 

  2,1,,0  khG kk .  xZ 4,4 -заданная измеримая функция на 

kk xDG  /; -оператор обобщенного дифференцирования в 

смысле С.Л.Соболева, 0
kD - оператор тождественного преобразования. 

       Уравнение (10) является гиперболическим уравнением, которое 
обладает двумя действительными характеристиками 

constxconstx  21 , , первая и вторая из которых четырехкратная. 
Поэтому уравнение (10) в некотором смысле можно рассматривать как 
псевдопараболическое уравнение.  
      В параграфе 2.4  для  уравнения (10) рассмотрена контактно-
краевая задача с неклассическими краевыми условиями, не 
требующими условий согласования. Обоснована эквивалентность 
этих условий классическим краевым условиям в случае, если решение 
поставленной задачи ищется в изотропном пространстве 
С.Л.Соболева (теорема 2.6). 
Теорема 2.6. Контактно-краевые задачи классического      и неклас-
сического вида для уравнения (10) эквивалентны. 



 23 

     В параграфе 2.5  в прямоугольной области рассматривается 
финально-краевая задача для уравнения 
        

         ,,,,,,

,,,,
4

0
2,4
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5
0

,
4

1,4

23
2,3

24
2,4











i
ji

j

j
y

i
xjiyx

yxyx

yxZyxuDDyxayxuDDyxa

yxuDDyxayxuDDyxuV

)10(   

Для этого уравнения рассмотрена финально-краевая задача с 
неклассическими краевыми условиями, не требующими условий 
согласования. Обоснована эквивалентность этих условий 
классическим краевым условиям в случае, если решение поставленной 
задачи ищется в анизотропном пространстве С.Л. Соболева (теорема 
2.7). 
Теорема 2.7. Финально-краевые задачи классического     и некласси-
ческого вида для уравнения )10(   эквивалентны. 

В параграфе 2.6 обоснована характеристическая задача нового 
типа для нагруженных вольтерро-гиперболических интегро-
дифференциальных векторных уравнений с доминирующей 
производной четвертого порядка. Впервые рассматривается задача 
Гурса в классическом виде  для нагруженного вольтерро-
гиперболического интегро-дифференциального векторного уравнения 
с негладкими матричными коэффициентами и с доминирующей 
производной  txuDD tx ,3  четвертого порядка. Классические условия 
Гурса с помощью интегрального представления приведены к 
неклассическим условиям. Рассматриваемое уравнение с 
неклассическими краевыми условиями было названо задачей Гурса 
нового типа (теорема 2.8).  
Теорема 2.8.  Задачи Гурса классического     и неклассического вида  
эквивалентны. 

 Рассмотрим обобщенное уравнение влагопереноса 
                 xuDxaxuDDxaxuDxaxuDDxuV 10,1211,1

2
10,22

2
11,2

 
              Gx,xx,GLxxuxaxuDxa p,,,  211200210  ,    (11) 

при следующих нелокальных условиях 
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   (12) 

где  21,k,
x

D
k

k 



 – оператор обобщенного дифференцирования в 

смысле С.Л.Соболева; j,iL , j,iN , ( 20,i  , 10,j  , 3 ji ) линейные 
ограниченные интегральные и многоточечные операторы 
соответственно.  

В параграфе 2.7 впервые рассматривается комбинированная 
нелокальная краевая задача с интегро-многоточечными условиями 
(12) для обобщенного уравнения влагопереноса (11). При этом 
важным принципиальным моментом является то, что рассмотренный 
псевдопараболический дифференциальный оператор 1,2V  не имеет 
традиционного сопряженного оператора. В этом параграфе 
исследуется комбинированная нелокальная краевая задача  (11),(12)  
(теорема 2.9, теорема 2.10,теорема 2.11). 
Теорема 2.9. Пусть оператор        pEGWV pp 1,: 1,21,2  по 
норме достаточно мал, а в случае p  имеет сопряженный, 

действующий в  1,2
1E . Тогда задача (11), (12) везде корректно 

разрешима. 
Таким образом, справедлива следующая теорема. 
Теорема 2.10. Пусть выполнены условия теоремы 2.9. Тогда 
оператор    GLGL: qq, 12  есть гомеоморфизм. 
Теорема 2.11.  Задача (11), (12) имеет единственное  -фундамен-
тальное решение  xf . При этом решение      GWxu ,

p
12  задачи 

(11),  (12) может быть представлено посредством  -фундаменталь-
ного решения в виде 
           

1

11021021212
G

,,
G

,, dGx;fdGx;fxu   
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i G
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  Продемонстрированная нелокальная краевая (11)-(12) задача 
как комбинированная задача играет агентную роль между задачами с 
интегральными и многоточечными краевыми условиями. Практически 
существование таких нелокальных условий обусловлено их 
возникновением, например, при изучении вопросов управления 
различными агроэкосистемами и моделированием некоторых 
физических и биологических процессов и явлений. С этой точки 
зрения эта задача представляет не только теоретический, но и 
большой практический интерес. 

В параграфе 2.8 изучается многоточечная краевая задача для 
нагруженного гиперболического интегро-дифференциального 
уравнения с доминирующей  производной четвертого порядка с 
негладкими коэффициентами, являющаяся обобщением известной 
нелокальной задачи типа Бицадзе-Самарского и Самарского-Ионкина 
(теорема 2.12, теорема 2.13, теорема 2.14).  
Теорема 2.12.  Пусть оператор       pEGWL pp 1,: 2,22,2  по 
норме достаточно мал, а в случае p имеет сопряженный, 
действующий в   .2,2

1E  Тогда эта задача  везде корректно разрешима. 
Теорема 2.13. Если существует хотя бы одно  -фундаментальное 
решение     ,, 2,2

qEyxf    ,, Gyx   то любое решение   GWu p
2,2  

уравнения ,ZuLLu    имеет вид    Zfyxu ,  и при этом 

однородное уравнение 0 uLLu  имеет только тривиальное 
решение   .0, yxu  
Теорема 2.14. Если оператор LL   имеет левый ограниченный 

обратный  оператор   ,
1
 LL  то уравнение ZuLLu   имеет 

хотя бы одно  фундаментальное решение       .,,, 2,2 GyxEyxf q   
Пусть управляемый объект описывается уравнением  Манжерона 
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                           (13) 

при следующих разделённых многоточечных начально–краевых 
условиях   
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(14) 

где    1,0,,, jik
ji  - заданные постоянные, a  остальные  k

ji,  являются 

заданными измеримыми функциями;  2,1,  kxD kk - оператор 
обобщённого дифференцирования в смысле С. Л. Соболева. Кроме 
того, выше заданные   xa ji, - измеримые функции на  

  2,1,,0;21  ihGGGG ii  и удовлетворяющие лишь следующим 
условиям:   

            ;1,0,;1,0,;1,0,, 2,12,1
,2,,,2,   iGLxajGLxajiGLxa xx

pi
xx
pjpji

      Заметим, что здесь предполагается,    Nkkk ,1,,  - 

фиксированные точки  из ;G     xx  ,  заданная функция на  ,rRG   
удовлетворяющая условиям  Каратеодори  в ,rRG     xx  ,т.е.  
измерима по  x  на G для всех заданных  rR  и непрерывна по    
на  rR почти для всех заданных  Gx   и  для любого 
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положительного числа  0  существует функция     GLx p0
  

такая, что      xxx 0,    почти для всех  Gx  и всех rR для 

которых        rxxx r

r

i
i 



 ,...,; 1
1

-мерная управля-

ющая вектор –  функция.   
 Пусть вектор- функция   x  измерима и ограничена на  G  и  

почти во всех  точках  Gx  принимает свои значения из некоторого 
заданного  множества  .rR  Тогда эту  вектор – функцию будем 
называть допустимым управлением. Множество допустимых  
управлений обозначим через   . 

 Теперь рассмотрим следующую нелокальную задачу 
оптимального управления: найти допустимое управление   xυ  из  

 , для которого решение нелокальной задачи  (13)-(14) в 
пространстве  С. Л. Соболева 

             pjiGLxuDDxuGWu p
ji

p 1,,2,0,,: 21
2,2

доставляет наименьшее значение многоточечному функционалу 

             



N

k
kkkkkkkkk uuuS

1

0000 min,,,,   (15)                   

где       Gkk 00 ,  заданные точки;  RR kk   ,  и  Rk   
заданные числа;  N - натуральное число.  
    Отметим, что разделенные многоточечные краевые условия (14) в 
одноточечном случае  совпадают с условиями Гурса для обобщенного 
уравнения Манжерона  и  для каждой фиксированной точки  kk  , ,  
многоточечная краевая задача (13)-(14) имеет единственное решение. 

В параграфе 2.9 исследуется нелокальная задача оптимального 
управления (13)-(15) для обобщенного уравнения Манжерона  с 
негладкими коэффициентами при разделенных многоточечных 
начально-краевых условиях (14)(теорема 2.15).  
Теорема 2.15. Пусть     GLxf q2,2   решение сопряженного 
уравнения       ,,02,22,2 GxxBxf  . Тогда для оптимальности 
допустимого управления   x  необходимо и достаточно, чтобы 
почти для всех  ,Gx  выполнялось условие максимума  
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       ,,,ˆ,,max 2,22,2ˆ
xxfxHxfxH 





 

где,     ,,, 2,22,2 xffxH   -функция Гамильтона- Понтрягина. 
Рассмотрим трехмерное нагруженное гиперболическое 

уравнение со смешанным интегральным возмущением типа 
«Вольтерра+Фредгольма»: 

  

       

   

     














 

 ddzuDDDzyxK

zyxuDDDzyxA

zyxuDDx,y,zAx,y,zuDDx,y,zA

x,y,zuV

zyx

x

x

y

y

i
zyxi

zy,i,

j

z

i

x
i j

,ji,

,,

,,,;,,

,,,,

,,

111

0 0

2,1

11
,1,1

11

10

1

0

1

0
0

111

 

       ddxuDDDzyxK
zyx

y

y

z

z

,,,;,, 111

0 0

3,2  

   

   

      

 





ddduDDDzyxK

ddyuDDDzyxK

zyx

y

y

z

z

zyx

x z

x

x

x z

,,,,;,,

,,,;,,

111

0 0 0

3,2,1

111

0 0

3,1

                             



 29 

    

    

     





































ddiyuDDzyx
G G

iB

ddixuDDzyx
G G

iB

ddizuDDzyx
n

G G

iB

z

zy

i

x

yx

,,,;,,

,,,;,,

,,,;,,

11

1 3

3,1

11

2 3

3,2

11

1
1 2

2,1

 

        GzyxGLzyx
p

 ,,,,,
1,1,1

                                                (16) 

 
при следующих нелокальных краевых условиях 
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    (17) 

Где,  310,,,  kji,i,j,k ,kjiN  -линейные ограниченные 
интегральные операторы. 

В параграфе 3.1 для нагруженного интегро-
дифференциального уравнения (16) вольтерро-гиперболического типа 
с доминирующей производной третьего порядка с негладкими 
коэффициентами рассмотрена одна, вообще говоря, нелокальная 
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задача с интегральными краевыми условиями (17), которая в 
некотором смысле обобщает задачи Коши и Гурса, а также некоторые 
другие классы локальных и нелокальных задач. Найдены достаточные 
условия, обеспечивающие везде корректную разрешимость этой 
задачи вместе со своей сопряженной системой, а также существование 
и единственность   -фундаментального решения (теорема 3.1, 
теорема 3.2, теорема 3.3). 
Теорема 3.1. Пусть оператор 

 :, 1,0,11,1,00,1,11,0,00,1,00,0,10,0,01,1,1 ,,,,,, NNNNNNNNN   
      pEGW pp 1,1,1,11,1,1  по норме достаточно мал, а в случае 

p  имеет сопряженный, действующий в  .1,1,1
1E  Тогда задача 16)-

(17) везде корректно разрешима. 
Теорема 3.2. Оператор    GLGL qq :1,1,1  есть гомеоморфизм. 
Теорема 3.3. Задача (16)-(17) имеет единственное  -
фундаментальное решение  .,, zyxf  При этом решение 
    GWzyxu p

1,1,1,,   задачи (16)-(17) может быть представлено 
посредством  -фундаментального решения в виде  
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           Рассмотрим нагруженное вольтерро-гиперболическое интегро-
дифференциальное уравнение типа Бианки  
        ,,,),(=)()( 3211,1,11,1,13211,1,1 GxxxxxZxuVxuDDDxuV  (18) 

где нагруженный интегро-дифференциальный оператор 1,1,1V  имеет 
следующий вид:  
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при следующих нелокальных условиях 
 

         
         
         
         
         
         

























;,=,,0,,
;,=,,0,,

;,=,,0,,
;=0,0,
;=,00,

;=,0,0
;=0,0,0

311,0,1311,0,13131311,0,1

320,1,1320,1,13232320,1,1

211,1,0211,1,02121211,1,0

30,0,130,0,13330,0,1

20,1,020,1,02220,1,0

11,0,011,0,01111,0,0

0,0,00,0,00,0,0

xxZxxuVxxuDDxxuV
xxZxxuVxxuDDxxuV

xxZxxuVxxuDDxxuV
xZxuVxuDxuV
xZxuVxuDxuV

xZxuVxuDxuV
ZuVuuV

           (19) 

где  xD /= ,  1,2,3= -оператор обобщенного 
дифференцирования в смысле С.Л. Соболева;  

1,2,3.=0,1,=3,<,,,,,,, 321321321321 iiiiuLuNuV iiiiiiiii   

Здесь:
321 ,, iiiN ,

321 ,, iiiL , 







 3<1,2,3,=0,1,=

3

1=



  ii линейные ограни-

ченные интегральные и многоточечные операторы соответственно.  
Выше коэффициенты уравнения-заданными измеримыми 

функциями на ,= 321 GGGG   где   1,2,3=,0,=  hG  и 

удовлетворяющими лишь следующим условиям:  )()(0,0,0 GLxa p ; 

);(,,)();(,,)();(,,)( 321
,,0,0,1

321
,,0,1,0

321
,,1,0,0 GxxxLxaGxxxLxaGxxxLxa pppppp  
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).(,,)();(,,)();(,,)( 321
,,1,0,1

321
,,0,1,1

321
,,1,1,0 GxxxLxaGxxxLxaGxxxLxa ppp    

Кроме того, предполагается, что  

    1,2,3;=,;
,
,  


 GGLxK
x

qp
i 

    ;<,,,; ,
,,, mlGGGLxB ml

mlx
qqpmlml     

321 ,, iiiZ ,  1,2,3=0,1,= i -заданные измеримые функции; 

        iiii xxxx 321 ,,=  - фиксированные точки из G , где ni 1,2,...,= . 
При выше наложенных условиях  xu  задачи (18), (19) 

естественно искать в пространстве С.Л.Соболева  
          ,1,2,3=0,1;=,: 3

3
2

2
1

1
1,1,1 iGLxuDDDxuGW p

iii
p   

где  p1 . Норму в пространстве   GWp
1,1,1  будем определять 

равенством  

      .
1

0=

1

0=

1

0=
= 3

3
2

2
1

1

321

1,1,1 GxuDDDGu
pL

iii

iii
pW   

Различные аспекты краевых задач для уравнений Бианки 
исследованы в работах В.И.Жегалова, В.А.Севастьянова, 
Е.А.Уткиной, О.А. Кощеевой,  А.Н.Миронова и др. 

Уравнения с доминирующей производной )(321 xuDDD  
используются при моделировании процессов вибрации  и играют 
существенную роль в теориях аппроксимации и отображений . 

В параграфе 3.2  исследована  комбинированная трехмерная 
нелокальная краевая задача (18)-(19)  с интегро-многоточечными 
краевыми условиями  для нагруженного вольтерро-гиперболического 
интегро-дифференциального уравнения типа Бианки (теорема 3.4).  
Теорема 3.4. Пусть оператор     ,: 1,1,11,1,1

pp EGWV    p1  по 
норме достаточно мал, а в случае =p  имеет сопряженный, 
действующий в  1,1,1

1E . Тогда задача (18), (19) везде корректно 
разрешима. 

Рассмотрим уравнение  
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  =),,(),,(),,(),,( ,,

1

0=,

2

0=

2
2,1,1 zyxuDDDzyxAzyxuDDDzyxV k

z
j
y

i
xkji

kji
zyx 

 
 ,0),,(),(),,(= 2,1,12,1,1  zyxAGLzyx p                                      (20) 

 Здесь ),,(= zyxuu  искомая функция, определенная на 
),,(=; ,,,, zyxAAG kjikji  заданные измеримые функции на 

,= 321 GGGG  где        ;,= ,,= ,,= 103102101 zzGyyGxxG  

),,(2,1,1 zyx -заданная измеримая функция на 


x

DG x =; оператор 

обобщенного дифференцирования в смысле С.Л.Соболева. 
Уравнение (20) является гиперболическим уравнением, 

которое обладает тремя действительными характеристиками 
,= ,= ,= constzconstyconstx  первая, из которых двухкратная, а 

вторая и третая-простая. Уравнение (20) в некотором смысле можно 
рассматривать также как псевдопараболическое уравнение . Кроме 
того, в литературе до сих пор функцию Римана уравнения (20) 
удалось построить только для случая достаточно гладких 
коэффициентов (т.е. когда функции ),,(,, zyxA kji  непрерывны вместе 

с производными ),,(,, zyxADDD kji
k
z

j
y

i
x  в области .)G  

В параграфе  (3.3)  уравнение (20) впервые исследовано в 
общем случае, когда коэффициенты ),,(,, zyxA kji  являются 
негладкими функциями, удовлетворяющими лишь следующим 
условиям:  

);(),,(0,0,0 GLzyxA p );(),,(1,0,0 GLzyxA p );(),,( ,,
,,2,0,0 GLzyxA zyx
pp

);(),,( ,,
,,0,1,0 GLzyxA zyx
pp  );(),,( ,,

,,1,1,0 GLzyxA zyx
pp 

);(),,( ,,
,,0,1,1 GLzyxA zyx

p  );(),,( ,,
,,2,1,0 GLzyxA zyx
p

);(),,( ,,
,,1,0,1 GLzyxA zyx

pp  );(),,( ,,
,,0,0,1 GLzyxA zyx

pp 

);(),,( ,,
,,1,1,1 GLzyxA zyx

p  .)(),,( ,,
,,2,0,1 GLzyxA zyx

p   
 При этих условиях решение ),,( zyxu  уравнения (20) будем 

искать в пространстве С.Л.Соболева:  
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  ,0,1=,;0,2=),()/()((2,1,1) kjiGLuDDDGLuGW p
k
z

j
y

i
xpp   

где .1  p  Норму в анизотропном пространстве )((2,1,1) GWp  будем 
определять равенством  

.)(=)(
1

0=,

2

0=
(2,1,1) GuDDDGu

pL

k
z

j
y

i
x

kjipW   

В этом параграфе   исследуется фундаментальное решение одной 
трехмерной задачи   Гурса для псевдопараболического уравнения с 
доминирующей производной четвертого порядка (20) в анизотропном 
пространстве С.Л.Соболева  )((2,1,1) GWp (теорема 3.5, теорема 3.6, 
теорема 3.7, теорема 3.8). 
Теорема 3.5.  Трехмерные задачи  Гурса  классического и 
неклассического вида для уравнения (20) эквивалентны. 
Теорема 3.6.  Оператор задачи Гурса неклассического вида  есть 
гомеоморфизм из   GWp

2,1,1  на  2,1,1
pE . 

Теорема 3.7. Оператор    GLGL qq :2,1,1  есть гомеоморфизм. 
Теорема 3.8. Задача Гурса неклассического вида  имеет единственное 
 -фундаментальное решение  zyxf ,, . При этом решение 

  GWu p
2,1,1  задачи Гурса неклассического вида  может быть 

представлено посредством  -фундаментального решения в виде:   
   zyxfzyxu ,,=,, 0,0,00,0,0

         dzyxfzyxf
x

x

,,;,, 2,0,02,0,0

1

0

1,0,01,0,0  

            dzyxfdzyxf
y

y

y

y

,,;,,; 1,1,01,1,0

1

0

0,1,00,1,0

1

0

 

            dzyxfdzyxf
z

z

z

z

,,;,,; 1,0,11,0,1

1

0

0,0,10,0,1

1

0

 



 35 

       ddzyxf
y

y

x

x

,,;,, 2,1,02,1,0

1

0

1

0

       ddzyxf
z

z

y

y

,,;,, 0,1,10,1,1

1

0

1

0

 

       ddzyxf
z

z

y

y

,,;,, 1,1,11,1,1

1

0

1

0

       ddzyxf
z

z

x

x

,,;,, 2,0,12,0,1

1

0

1

0

 

     .,,;,,,, 2,1,12,1,1 dGzyxf
G

  

Теперь рассмотрим другое трехмерное уравнение:  
   )()()()( 2

3
2

12,0,2
2
32

2
12,1,2 xuDDxaxuDDDxuV  

 )()()()( 2
3211,1,232

2
12,1,1 xuDDDxaxuDDDxa                                        

),()(

=)()(

,0,1=,0,2=,
4<

2,1,2

3
3

2
2

1
1,,

231

321

321

GLxZ

xuDDDxa

iii
iii

p

iii
iii




 

            (21) 

здесь  321 ,,=)( xxxuxu  искомая функция, определенная на ;G   
)(=

321321 ,,,, xaa iiiiii  заданные измеримые функции на 321= GGGG  , 

где )(0,=  hG , )(;1,3= 2,1,2 xZ  заданная измеримая функция на 






 x

DG =;  оператор обобщенного дифференцирования в смысле 

С.Л.Соболева. 
В параграфе 3.4 для  дифференциального уравнения (21) 

гиперболического типа с pL  коэффициентами в трехмерном 
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пространстве рассмотрена задача Гурса с неклассическими краевыми 
условиями, не требующими условий согласования. Обоснована 
эквивалентность этих условий классическим краевым условиям в 
случае, если решение поставленной задачи ищется в анизотропном 
пространстве С.Л.Соболева( теорема 3.9).  
Теорема 3.9.  Трехмерные задачи  Гурса  классического   и 
неклассического вида для уравнения (21) эквивалентны. 

Кроме того, доказывается корректная разрешимость задачи 
Гурса методом интегральных уравнений (теорема 3.10). 
Теорема 3.10. Оператор задачи Гурса неклассического вида есть 
гомеоморфизм из )((2,1,2) GWp  на (2,1,2)

pE . 

Пусть 3R трехмерное евклидовое пространство 

векторов 



3

1
321 ),,,(

i
ixxxxxx ; ;1 RR    

Далее, пусть  
),,( 0

ii
i xxG   ;3,1i  321 GGGG   

ограниченная область из  ),,(; 321
3 llllR  целочисленный вектор 

с положительными компонентами;   
 ,1),(),,( 321 pGW lll

p пространство всех ),(GLu P   имеющих 
в  смысле С.Л.Соболева обобщенные производные 

)(3

3

2

2

1

1
GLuDDD p

i
x

i
x

i
x   для всех ;3,...,1,,...,0  kli kk            

.)(
)(0 0 0

)(

1

1

2

2

3

3

3

3

2

2

1

1)3,2,1(

GL

l

i

l

i

l

i

i
x

i
x

i
xGW

p

lll
p

xuDDDu 
  

  

Рассмотрим  трехмерное уравнение в пространстве 
С.Л.Соболева )(),,( 321 GW lll

p : 

       GxxxuVxuDDDuV llllll
l
x

l
x

l
xlll  ,ˆ

321321

3

3

2

2

1

1321 ,,,,,,  ,            (22) 

где оператор 
321 ,,

ˆ
lllV  )()(: ),,( 321 GLGW p

lll
p  линеен и ограничен.  

         В параграфе 3.5 рассматривается трехмерное уравнение (22) при  
общих трехмерных нелокальных условиях в операторном виде. 
         В этом параграфе   выявлены общие классы  трехмерных 
локальных и нелокальных краевых задач для гиперболических 
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уравнений в анизотропных пространствах С.Л.Соболева 
)(),,( 321 GW lll

p  (теорема 3.11). 

 Теорема 3.11. Пусть оператор ,)(:ˆ ),,(),,( 321321 lll
p

lll
p EGWV    

 p1  по норме достаточно мал, а в случае p  имеет 
сопряженный, действующий в ),,(

1
321 lllE . Тогда эта трехмерная 

нелокальная задача  везде корректно разрешима. 
      Теперь рассмотрим  четырехмерное  уравнение:  
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2
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2
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xuDDDxa
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GLxxuDDDDxa p
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i
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(23)    

здесь  4321 ,,,=)( xxxxuxu  искомая функция, определенная на ;G  
=

4321 ,,, iiiia  )(
4321 ,,, xa iiii  заданные измеримые функции на 

4321= GGGGG  , где )(0,=  hG , )(;41,= 1,1,2,2 x  заданная 

измеримая функция на 




 x

DG =; оператор обобщенного 

дифференцирования в смысле С.Л.Соболева. 
      В параграфе 4.1 обоснована четырехмерная задача Гурса с 
неклассическими краевыми условиями для уравнения (23) ( теорема 
4.1). 
Теорема 4.1.  Четырехмерные задачи  Гурса классического   и 
неклассического вида для уравнения(23) эквивалентны. 
     В современной  теории дифференциальных уравнений особое 
значение имеет вопрос о выявлении классов задач ,операторы которых  
осуществляют гомеоморфизм между определенными парами 
банаховых пространств.Такие гомеоморфизмы выявлены в работах 
автора [24,41,54] и др. 
     Отметим,что  в этом параграфе   выявлен гомеоморфизм (теорема 
4.2) между определенными парами банаховых пространств при 
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исследовании четырехмерной задачи Гурса для  дифференциального 
уравнения (23)   с доминирующей производной шестого порядка   с 
негладкими коэффициентами ( pL коэффициентами) на основе 
сведения этой задачи к эквивалентному интегральному уравнению . 
Теорема 4.2.  Оператор задачи Гурса неклассического вида для 
уравнения(23) задает гомеоморфизм из   GWp

1,1,2,2  на  1,1,2,2
pE . 

     В параграфе 4.2 рассматривается четырехмерная задача 
оптимального управления для вольтерро- гиперболических интегро-
дифференциальных уравнений  с негладкими коэффициентами при  
условиях Гурса. Для простоты это продемонстрировано для одного 
модельного случая (теорема 4.3). 
Теорема 4.3. Пусть )(),,,(1,1,1,1 GLtzyxf q  решение сопряженного 
уравнения. Тогда для оптимальности некоторого допустимого 
управления ),,,( tzyxv  необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялось условие максимума  

)),,,(),,,,(,,,()ˆ),,,,(,,,,(max 1,1,1,11,1,1,1ˆ
tzyxvtzyxfzyxHvtzyxftzyxH

v




 
почти для всех Gtzyx ),,,( , где 

),,,,(),,,,,( 1,1,1,11,1,1,1 vtzyxfvftzyxH   функция Гамильтона-
Понтрягина. 
     В параграфе 4.3 выявлены общие классы  корректно 
поставленных многомерных локальных и нелокальных  краевых 
задач для гиперболических уравнений  высокого порядка в 
анизотропных пространствах С.Л.Соболева( теорема 4.4, теорема 
4.5). 
Теорема 4.4. Пусть оператор    ,:ˆ 1,1,1,1)1,1,1,1(

pp EGWV    p1  
по норме достаточно мал, а в случае p  имеет 
сопряженный, действующий в  1,1,1,1

1E . Тогда эта задача  везде 
корректно разрешима. 
Теорема 4.5. Пусть оператор ,)(:ˆ ),,,(),,,( 43214321 llll

p
llll

p EGWV   
 p1  по норме достаточно мал, а в случае p  имеет 

сопряженный, действующий в ),,,(
1

4321 llllE . Тогда эта задача  везде 
корректно разрешима. 
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