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İŞİN ÜMUMİ XARAKTERSİTİKASI 
 

Mövzunun aktuallığı. Bazislər nəzəriyyəsi approksimasiyanın 
nisbətən müasir və müstəqil istiqamətidir. Onun əsasını xətti topoloji 
fəzanın ixtiyari elementinin verilmiş sistem üzrə (yeganə şəkildə) ayrılış 
təşkil edir. Başqa sözlə, xətti əməliyyatlar və topologiyanın köməyi ilə 
verilmiş sistem fəzanı doğurur.  Ayrılışın əsas əlaməti ayrılışın əmsallarını 
müəyyən  şəkildə tapmaqdan ibarətdir. 
 Approksimasiya nəzəriyyəsində verilmiş sistemin bazislik məsələsi 
çox vacibdir və riyaziyyat, mexanika və fizikanın bir çox sahələrinə tətbiqlə 
əlaqədar olaraq, böyük elmi maraq kəsb edir. Verilmiş xətti operatorun 
məxsusi və qoşma elementindən ibarət sistemin uyğun xətti topoloji fəzada 
bazisliyi operator tənliklərin həllində məxsusi rol oynayır.  

Eyni bir fəzanın bütün bazisləri bu fəza ilə münasibətdə 
eynihüquqludur, belə ki, onların hamısı müəyyən mənada  verilən fəzanı 
doğurur. Digər tərəfdən onlar əmsallar fəzaları ilə fərqlənə bilirlər. Baxılan 
fəzanın hər bir bazisinə müəyyən əmsallar fəzası birqiymətli olaraq uyğun 
gəlir.  

Son zamanlar (keçən əsrin sonlarından başlayaraq) mexanika və riyazi 
fizikanın konkret məsələlərinə tətbiqlə əlaqədar olaraq,  p  dəyişən 

dərəcəli  pL  Lebeq və  
k
pW   Sobolev fəzalarında müxtəlif məsələlərin 

öyrənilməsinə olan maraq xeyli artmışdır.  
Dissertasiya işi ümumilikdə ümumiləşmiş Lebeq və Sobolev 

fəzalarında bazsilik məsələlərinə həsr olunmuşdur. Qeyd etmək lazımdır ki, 
oxşar fəzalarda approksimasiya nəzəriyyəsinin məsələləri kifayət qədər 
yaxşı öyrənilməmişdir. Bir çox klassik nəticələrin analoqlarını almaq istəyi 
müəyyən çətinliklərlə qarşılaşır. Ona görə də hesab edirik ki, dissertasiya 
işinin mövzusu çox aktualdır və xüsusi elmi maraq kəsb edir.  

Qeyd etmək lazımdır ki, Bessel və Hilbert sistemləri Riss bazisi 
anlayışları N.K.bari tərəfindən daxil edilmişdir. Abstrakt Banax fəzası 
halına bu anlayışlar B.T.Bilalov tərəfindən ümumiləşdirilmişdir. 
Həyəcanlanmış triqonometrik sistemlərin Lebeq fəzalarında bazislik 
xassələri N.Levinson, Peli-Vinerin işlərində öyrənilməyə başlanmışdır. Bu 
istiqamətdə mühüm nəticələr M.N.Kadetsin, A.M.Sedletskinin, 
Y.İ.Moiseyevin, B.T.Bilalovun və digərlərinin işlərində alınmışdır. Klassik 
eksponent sistemin və onun həyəcanlanmalarının ümumiləşmiş Lebeq 
fəzalarında bazislik xassələri N.İ.Şarapudinovun və B.T.Bilalovun işlərində 
öyrənilməyə başlanmışdır. Yu.A.kazminin işlərində tam olmayan indeksli 
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kosinus və sinus sistemlərinin Riss bazisliyi öyrənilir. Həmçinin, qeyd edək 
ki, həyəcanalnmış triqonometrik sistemlərin bazislik xassələrinin analitik 
funksiyalar üçün sərhəd məsələləri metodları ilə öyrənilməsi ideyası 
A.V.Bitsadzeyə məxsusdur. Sonralar bu ideya S.M.Ponomaryovun, 
Y.İ.Moiseyevin və B.T.Bilalovun işlərində əhəmiyyətli dərəcədə inkişaf 
etdirilmişdir. Diferensial operatorların spektral nəzəriyyəsi nöqteyi-
nəzərindən həyəcanlanmış triqonometrik sistemlər A.A.Şkalikovun 
işlərində meydana gəlmişdir. Bu istiqamətdə V.A.Ditkin, K.Şaydukov, 
A.Q.Tumarkin, R.P.Faynerman, D.J.Nyuman, C.J.Tranter, S.Martin, 
B.Nobl, J.K.Vaytman kimi müəlliflərin işlərini də qeyd etmək lazımdır. Bu 
sahədən olan tədqiqatlara Yu.A.Kazminin, A.N.Barmenkovun, 
V.A.Tkaçenkonun, Yu.İ.Lyubarskinin, B.T.Bilalovun işlərini aid etmək 
olar. 

İşin məqsədi. Dəyişən dərəcəli çəkili Lebeq fəzalarında müxtəlif 
eksponensial sistemlərin bazislik xassələrinin (tamlıq, minimallıq, bazislik) 
öyrənilməsidir. Buna görə əvvəlcə uyğun çəkili ümumiləşmiş Hardi 
sinifləri təyin olunur və bu siniflərdə analitik funksiyalar nəzəriyyəsinin 
Riman məsələsi öyrənilir.  

Elmi yenilik. Dissertasiya işində aşağıdakı əsas nəticələr 
alınmışdır: 

-  pL  fəzasının alt fəzaları olaraq  

pH  və  


pm H   Hardi 

fəzalarına baxılır, bu fəzalarda  eksponent sisteminin müəyyən hissələrinin 
bazisliyi öyrənilir; 

-isbat olunmuşdur ki, əgər       
0

1int ; n
tnietBetA   ikiqat  

eksponent sistemi  p  dəyişən dərəcəli     ,pL  fəzasında bazis 

təşkil edirsə,  onda o, bu fəzada  int

n Z
e


 klassik eksponent sisteminə 

izomorfdur.; 
-ilk dəfə olaraq  pL  ümimiləşmiş  Lebeq fəzasında həyəcanlanmış 

eksponent sisteminin bazisliyi, eləcə də həyəcan müəyyən asimptotikaya 
malik olduqda ümumiləşmiş çəkili Lebeq fəzasında vahidə malik 
həyəcanlanmış eksponent sisteminin bazisliyi  öyrənilmişdir;    

-ümumiləşmiş Hardi siniflərində hissə-hissə kəsilməz əmsala malik 
Riman sərhəd məsələsi öyrənilmiş və bu nəticələrdən istifadə edərək   pL  
fəzasında hissə-hissə kəsilməz fazaya malik eksponent sisteminin bazisliyi 
isbat olunmuşdur; 
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-Banax fəzalarında operator əmsallı ikiqat sistemin bazisliyinə 
baxılmış, bu sistemin bazisliyi və uyğun operator tənliyin həllolunanlığı 
arasında əlaqə qurulmuşdur; 

-ilk dəfə olaraq abstrakt ikiqat sistemin bazisliyi üçün zəruri şərt 
alınmışdır və məlum eksponent sistemlərə tətbiq olunmuşdur; 

-Hilbert fəzalarının Hilbert tenzor hasilinə baxılmış, Hilbert tenzor 
hasili ilə təyin olunan  bixətti inikasın doğurduğu   t -ayrılış anlayışı daxil 
edilmiş, Hilbert fəzasının ixtiyari elementinin sonlu sayda element 
atıldıqdan sonra, alınmış sistem üzrə t -ayrılışı haqqında teorem isbat 
olunmuşdur; 

-müəyyən xassələrə malik xətti metrik fəzaya baxılır, cırlaşmayan 
sistem anlayışı daxil edilir, belə sistemlərin kanonik bazisə malik tam 
metrik əmsallar fəzasına malik olması   isbat olunur, əmsal operatoru 
dilində bazsilik meyarı verilmişdir; 

- J -örtük,  J -tamlıq, J -minimallıq və J -bazis, J -əmsallar 
fəzası və bu fəzada  J -kanonik sistem kimi approksimativ anlayışlar daxil 
edilmiş, J -əmsal operatoru dilində operatorlar ailəsinin J -bazislik 
kriteriyası əldə edilmişdir; 

-  pL  fəzalarında ikiqat sistem və uyğun birqat sistemlərin 
bazisilik xassələri arasında əlaqə qurulmuşdur; 

-ilk dəfə olaraq klassik Peli-Viner teoreminin kəsilməz analoqu 
alınmışdır; 

-  p  dəyişən dərəcəli  
1
pW  Sobolev fəzasında bazisin qurulması 

üçün bir metod təklif olunmuşdur; 
-Banax fəzalarında multiplikator mənada yaxın sistemlərin bazisliyi 

isbat edilmişdir və  pL  fəzasında həyəcanlanmış eksponent sisteminə 
tətbiq olunmuşdur. Multiplikator dilində eksponent, kosinus və sinus 

sistemləri üçün « 
4
1

Kadets» teormeinin   p  -analoqu alınmışdır; 

-Şturm-Liuvill operatoru üçün  spektral parametrə malik Koşi  
məsələsinə baxılmışdır. İsbat olunmuşdur ki, spektral parametr üçün 
qiymətlər ardıcıllığını  elə seçmək olar ki, uyğun həllər sistemi dəyişən 
dərəcəli Lebeq fəzasında klassik triqonometrik sistemə izomorf bazis təşkil 
etsin.   

Təqdiqat metodikası. İşdə həqiqi və kompleks dəyişənli 
funksiyalar nəzəriyyəsinin, diferensial tənliklər nəzəriyyəsi, funksional 
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analizin, xüsusi halda  Hilbert və Banax  fəzalarında xətti operatorlar 
nəzəriyyəsinin, bazislər nəzəriyyəsi və approksimasiya nəzəriyyəsinin 
metodları tətbiq olunur.  

Nəzəri və təcrübi əhəmiyyəti.  Dissertasiyanın nəticələri nəzəri 
xarakter daşıyır. Onlardan diferensial operatorların spektral nəzəriyyəsində, 
riyazi fizika və mexanikanın müxtəlif məsələlərinin həlli zamanı Furye 
metodunun əsaslandırılmasında istifadə oluna bilər. Nəticələrdən həmçinin 
approksimasiya nəzəriyyəsində istifadə etmək olar.  
 İşin aprobasiyası. Dissertasiyanın əsas nəticələri AMEA RMİ-nin 
ümuminstitut seminarında, «Qeyri-harmonik analiz» (AMEA-nın müxbir 
üzvü, prof. B.T.Bilalov), «Funksional analiz» (prof. H.İ.Aslanov), 
«Funksiyalar nəzəriyyəsi» (AMEA-nın professoru, r.e.d. V.E.İsmayılov) 
şöbələrinin seminarlarında, AMEA-nın müxbir üzvü, prof. 
İ.T.Məmmədovun 50 illiyinə həsr olunmuş riyaziyyat və mexanika adlı 
beynəlxalq konfransında (Bakı 2005), AMEA-nın müxbir üzvü, prof. 
B.A.İsgəndərovun 70 illiyinə həsr olunmuş riyaziyyat və mexanika adlı 
beynəlxalq konfransında (Bakı 2006), akademik A.Hacıyevin 70 illiyinə 
həsr olunmuş riyaziyyat və mexanika adlı beynəlxalq konfransında (Bakı 
2007), akademik Z.İ.Xəlilovun 100-illik yubileyinə həsr olunmuş 
«Funksional analiz və onun tətbiqləri» beynəlxalq konfransda (Bakı, 2011), 
L.DF.Kudryavtsevin 85 illiyinə həsr olunmuş "Funksional **, diferensial 
operatorlar, riyazi təhsilin ümumi topoloji problemləri" beynəlxalq 
konfransda (Moskva 2008), MADEA-7 beynəlxalq konfransda (Bakı 
2015). 

Nəşrləri. Dissertasiya işinin əsas nəticələri, avtoreferatın sonunda 
siyahısı verilmiş, 39 işdə nəşr edilmişdir.  

Dissertasiyanın strukturu və həcmi.  Dissertasiya işi giriş, beş 
fəsil və 184  adda ədəbiyyat siyahısından ibarətdir. Dissertasiya işinin 
həcmi 258 səhifədir.  

 
 
 

DİSSERTASİYANIN MƏZMUNU 
 

Dissertasiya giriş, beş fəsil və ədəbiyyat siyahısından ibarətdir. 
Girişdə dissertasiya işinin aktuallığı  əsaslandırılmış, məzmunu ilə 

bağlı nəticələrin qısa xülasəsi verilmiş və əsas nəticələr şərh olunmuşdur. 
Birinci fəsil bir çox münasibətlərə görə dissertasiyanın sonrakı 

nəticələrinin alınmasında və ifadə olunmasında çox mühüm rol oynayır. 
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Burada dissertasiyada istifadə olunacaq əsas işarələmələr, anlayışlar və 
faktlar təsvir olunmuşdur. Oxunaqlı olması və şərhin tamlığı məqsədilə 
dəyişən dərəcəli çəkili Lebeq fəzalarında klassik eksponent sisteminin 
bazisliyinin isbatı tam verilmişdir.  Dəyişən dərəcəli Lebeq fəzaları 
nəzəriyyəsindən də məlumatlar daxil edilmişdir. Ümumiləşmiş çəkili Hardi 
sinifləri təyin edilmiş və bu siniflərdə eksponent sisteminin hissəsinin 
bazisliyi isbat olunmuşdur. Kompleks əmsallı ikiqat eksponent sisteminə 
baxılmış və əmsal üzərinə müəyyən şərtlər qoymaqla isbat olunmuşdur ki, 
bu sistem ümumiləşmiş Lebeq fəzalarında bazisdirsə, onda o, bu fəzada 
klassik eksponent sisteminə izomorfdur. Bu fəslin nəticələrindən 
dissertasiyanın növbəti hissələrində əhəmiyyətli dərəcədə istifadə olunur. 

1.1-də  Şauder bazisi  nəzəriyyəsindən zəruri anlayış və faktlar daxil 
edilir. Aşağıdakı standart işarələmələri qəbul edək: 

R həqiqi ədədlər; C kompleks ədədlər; N natural ədədlər; 
Z tam ədədlər;   NZ 0 ; 

B fəza – Banax fəza; H fəza – Hilbert fəza; 
*X  X  fəzasına qoşma fəza; *T  T  operatoruna qoşma 

operatordur; 
 ML uyğun fəzada M  çoxluğunun xətti örtüyüdür; M  uyğun 

fəzada M  çoxluğunun qapanmasıdır; 

ij Kroneker simvoludur: 








;,0

,,1
ji

ji
ij  

! yeganə var;  alınır;  yalnız və yalnız onda. 
Tutaq ki,  X  müəyyən B fəza və XM  .  YXL ;  X -dan 

Y -yə təsir edən məhdud operatorların B -fəzasıdır;     XLXXL ; .  
Tərif 1. Tutaq ki,   Xx Nnn   müəyyən sistemdir. Əgər 

   XxL Nnn  , onda bu sistem X  fəzasında tam sistem adlanır.  
Aşağıdakı hökm məlumdur.   
Hökm 1.   Nnnx   sistemi X  fəzasında tamdır  

  0* nxx , Nn , olmasından  0* x  alınır. 
Tərif 2. Əgər 

 








,,,,0

,,0*

Nmnmn
mn

xx mn  
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onda   Xx Nnn   və   ** Xx Nnn  sistemləri biortoqonal sistemlər 

adlanır.   nmmn xx * , Nmn  , , olduqda onlar biortonormal sistemlər 
adlanır. 

Tərif 3. Nr  üçün   rnnr xLx  , olduqda   Xx Nnn   
sistemi X fəzasında minimal sistem adlanır. 

Aşağıdakı hökm doğrudur 
Hökm 2.   Xx Nnn   sistemi X  fəzasında minimaldır bu 

sistemə biortoqonal sistem var. 
Tərif 4. Əgər Xx ,   CNnn  !  üçün: 







1n

nn xx  . 

onda   Xx Nnn   sistemi X  B -fəzasında bazis adlanır. 
 Aşağıdakı bazislik kriteriyası doğrudur.  

Bazilik kriteriyası.     Xx Nnn  sistemi X  fəzasında bazis  təşkil 
edir yalnız və yalnız o zaman ki, aşağıdakı şərtlər ödənsin: 

1.    Nnnx    sistemi X -da tamdır; 

2.   Nnnx    X -da minimaldır və tutaq ki,   ** Xx Nnn   ona qoşma 
sistemdir; 

3.      XLP Nnn   proyektorları müntəzəm məhduddur, harada ki 

 



m

n
nnm xxxxP

1

* . 

İkiqat bazis anlayışından istifadə edəcəyik. Tutaq ki,  X  B -fəza və  
  Xxx Nnnn 

 ;  müəyyən ikiqat sistemdir. 

 Tərif 5.  Əgər Xx ,   CNnnn  
  ;! : 











 
11 n

nn
n

nn xxx  , 

onda    Nnnn xx 
 ;   sistemi X fəzasında ikiqat bazis adlanır.  

Tərif  6. Əgər 







1

00
n

nnn axa , Nn , 
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onda   Xx Nnn   sistemi X  B - fəzasında   -xətti asılı olmayan sistem 
adlanır.  

Aşağıdakı lemma doğrudur.  
Lemma 1. Tutaq ki, X    Nnnx   bazisinə malik  B -fəzadır və  

XXF :  Fredholm operatorudur. Onda X fəzasında    Nnnn Fxy   
sistemi üçün aşağıdakı xassələr ekvivalentdir: 

1)   Nnny    sistemi tamdır; 
2)   Nnny   sistemi minimaldır; 
3)   Nnny    -xətti asılı deyil; 
4)   Nnny     Nnnx   sisteminə izomorf bazis təşkil edir.  

Bu lemmadan bilavasitə aşağıdakı lemma alınır. 
 Lemma  2. Tutaq ki,   Nnnx   ardıcıllığı müəyyən B  Banax 

fəzasında bazis təşkil edir. Onda əgər    nn yxncardM : , 
harada ki,  ny müəyyən ardıcıllıqdır, aşağıdakı hökmlər ekvivalentdir: 
 1.   Nnny   B  fəzasında    Nnnx   sisteminə izomorf bazis təşkil 
edir; 
 2.   Nnny    sistemi  B   fəzasında tamdır; 
 3.   Nnny   sistemi  B   fəzasında minimaldır; 
 4.  Nnny   sistemi  B   fəzasında  xətti asılı deyil. 

Həmçinin aşağıdakı anlayışlardan istifadə edəcəyik. 
Tərif 7.  Əgər  p

n
nn yx , onda   Nnnx   və   Nnny   

sistemləri    normasına malik X  B -fəzasında p -yaxın sistem adlanır. 

 Tərif  8. Əgər  Xx  üçün    pNnn lxx 
* , onda , X   B -

fəzasında    ** Xx Nnn   qoşmasına malik minimal   Xx Nnn   sistemi   

p -sistem adlanır, burada pl   
p

n

p
nlNnn aa

p

1









   normasına malik  

adi   Nnna   skalyar ardıcıllıqlar fəzasıdır. 
Bazis halında belə sistemi p -bazis adlandıracağıq. 
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Bu anlayışlar haqında daha ətraflı I.Singer, R.Young və 
B.T.Bilalov, S.H.Vəliyevin monoqrafiyalarından tanış olmaq olar. 

Dəyişən dərəcəli Lebeq fəzaları nəzəriyyəsindən bəzi zəruri anlayış 
və faktları daxil edək.  

Tutaq ki, RE    Lebeq mənada ölçülən çoxluqdur.  EP  ilə  bütün 
(Lebeq mənada) ölçülən   ,1: Ep  funksiyalar ailəsini işarə edəcəyik. 

 EPp  götürək və fərz edək   

 xpvraip
E0

sup  ;   xpvraip
E0

inf .  

C  meydanı üzərində E -də Lebeq mənada ölçülən bütün 
funksiyaların xətti fəzasını  EL0  ilə işarə edək  və tutaq ki 

       tfvraidttffI
EEE

tp
p




  sup
|

. 

Qəbul edək 

  
















1:0inf




fIf pLp
. 

Qarşıda fərz edəcəyik ki,  ELp 
 , daha doğrusu, 

      xpvraipxpvraip
EE

supinf1 .  

Aşağıdakı vacib nəticə həmçinin doğrudur.  
Teorem 1. Əgər E  açıq çoxluqdursa, onda  EC

0    ELp  -da 
sıxdır. 

 pL  fəzalarında bazislik məsələlərində tez-tez aşağıdakı 
teoremlərdən istifadə olunur. 

Teorem 2.  Əgər   pp ,1 , onda    ELp   refleksiv fəzadır. 
Aşağıdakı daxilolma doğrudur. 
Teorem  3.  Tutaq ki,   ELpp 021 ,  . Onda  

     ELEL pp   12    xpxp 21  , s.h.y. Ex , 
Bu halda daxilolma kəsilməzdir.  

Fərz edək  

      111: 
xqxp

xq . 
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Aşağıdakı teorem doğrudur. 

Teorem 4.        ELEL qp  
*

. 
1.2   

  ...,;1;0,  nete nti
n                         (1) 

sisteminin ümumiləşmiş çəkili   ,pL  Lebeq fəzalarında bazislik 
məsələlərinə həsr olunmuşdur. Biz bu nəticələrin yeniliyini iddia etmirik. 
Şərhin tamlığı üçün xüsusi elmi maraq doğuran sərbəst tədqiqat sxemi 
təklif edirik.  

Çəkili      ,pL   fəzasına baxaq. Tutaq ki,   ,0],[:   

ölçülən funksiyadır.       ,pL  fəzası ilə adətən   ],[  -da ölçülən   xf  
funksiyalarının sonlu  

     


p

def

p
ff 

,
, 

normasına malik Banax fəzasını işarə edəcəyik. 
Çəkili halda aşağıdakı mühüm nəticə doğrudur.  
Hökm 3. Tutaq ki,   pp1 ,    çəki funksiyasıdır, 

     00:,  xxmes   və     
1Lx xp

 . Onda   ,0 С , və 

eyni zamanda    ,С      ,pL  -da doludur. 
Qarşıda bizə aşağıdakı fakt lazım olacaqdır. 
Hökm  4. Tutaq ki,    pp1  və    WLp  .    çəki 

funksiyası aşağıdakı şəkildədir.  

       ,, 1
1

 

 l

kk

l

k
k tttt k .                       (2) 

Əgər 

    lk
tqtp k

k
k

,1,11
  ;                               (2) 

bərabərsizlikləri  ödənərsə, onda   operatoru       ,pL   fəzasından  

    ,pL  fəzasına məhdud təsir edir, burada   Hilbert çüvirməsidir: 

 

 




 xy
dyyff . 
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Bu yarımfəsildə aşağıdakı teorem isbatt olunmuşdur. 
Teorem 5.  Tutaq ki,   pp1  və   WLp  . Əgər  (2),  

düsturu ilə təyin olunan    çəki funksiyası (3) bərabərsizliklərini 
ödəyərsə, onda (1) eksponent sistemi çəkili     ,pL  fəzasında bazis təşkil 
edir.  

1.3-də  pL  fəzasının alt fəzaları olaraq  

pH  və  


pm H  Hardi 

siniflərinə baxılır. Bu alt fəzalarda eksponent sisteminin müəyyən 
hissələrinin bazisliyini öyrənəcəyik. 

 

pH  sinfindən olan funksiyaların vahid dairəyə daralmasını  


pL  ilə 

işarə edək, daha doğrusu 

    



  gfHgfL pp ,: . 

Qeyd edək ki, əgər  

 pHf , onda 

   


 pH
ff

p
, burada 


  ff . Bu münasibətlərdən bilavasitə alınır ki,  


pH  və  


pL   

fəzalarını eyniləşdirmək olar. Aşağıdakı teorem doğrudur 
Teorem 6. Tutaq ki,   pp1  və  WLp . Onda 

 
Zneint sistemi   


pL  alt fəzasında  


pL  (və ya  


pH -da) bazis təşkil 

eiddir. 
Oxşar hökm  


pm H  fəzasına nəzərən də doğrudur. Fərz edək  

    



  gfHgfL pmpm ,: . 

Doğrudur  
Teorem 7. Tutaq ki,   pp1  və WLp . Onda 

  mne 
 int  sistemi   


pm L  altfəzasında bazis təşkil edir.  

Oxşar nəticələr çəkili halda da alınmışdır.  
Tutaq ki,   0  çəki funksiyasıdır. Aşağıdakı çəkili siniflərə 

baxaq 

      



   ,1,

:
pp

fLfL , 

      



   ,1,

:
pmpm fLfL . 

Aşağıdakı teorem doğrudur. 
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Teorem 8.  Tutaq ki, WLp ,   pp1 , və    çəkisi 
(12) ifadəsi ilə təyin olunmuşdur. Əgər (13) bərabərsizlikləri ödənilərsə, 
onda   

Zneint     mne 
 int  sistemi      


 ,pL       

 ,pm L ,  p1  alt 
fəzasında bazis təşkil edir. 

 1.4-də isbat olunmuşdur ki, əgər  int ( 1)

0
( ) ;  ( ) i n tA t e B t e

   ikiqat 

eksponent sistemi  p  dəyişən dərəcəli     ,pL  fəzasında bazis 

təşkil edirsə,  onda o, bu fəzada   int

n Z
e


klassik eksponent sisteminə 

izomorfdur.      
 1.5-də ümumiləşmiş  pL  Lebeq fəzasında həyəcanlanmış 
eksponent sisteminin bazisliyi öyrənilir. 

Mexanikanın konkret məsələlərinə tətbiqlə əlaqədar aşağıdakı 
kosinus və sinus sistemlərinin bazislik xassələri öyrənilir 

     0
2

0
2 sincos   nn xnxn  ,     (4) 

burada C kompleks parametrdir, müxtəlif funksional fəzalarda 
xüsusi elmi maraq doğurur. 

 pL   fəzasında (4) sisteminin aşağıdakı ümumiləşmələrinə 
baxacağıq: 

   Nn
xnPim

me 
1 ,        (5) 

burada  nPm m  dərəcəli  1,0,  miCi  kompleks əmsallı 
çoxhədlidir  

  0,0,... 0
1

1  
 mm

m
m

m
mm aaanananP . 

m z  kimi o budaq başa düşülür ki, hansı ki, 11 m . 
 Hər zaman fərz edəcəyik ki, aşağıdakı şərt ödənilir 

lk   olduqda    lPkP mm    və   NkkPm  ,0 .     (6) 
 Qeyd edək ki, (5) sisteminin pL  fəzasında bazisliyi əvvəllər 
T.R.Muradovun işlərində öyrənilmişdir.  

Teorem 9. Tutaq ki, 1,,1 
maWLpp   və  

    q
a

p m
11

1   , 
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bərabərsizliyi doğrudur. Əgər (6) şərti ödənərsə, onda (5) sistemi   p  
dəyişən dərəcəli ),()( pL  fəzasında  bazis təşkil edir.  

Daha ümumi hal.  Aşağıdakı eksponent sisteminə baxaq: 
  Zn

ti ne 
 ,                                                 (7) 

burada    Rn həqiqi ədədlər ardıcıllığıdır,  Z tam ədədlərdir.  n  
ardıcıllığı  

                   
 nOnsignnn , n ,                        (8) 

asimptotikasına malik olduqda (7) sisteminin bazsilik xassələrini (bazislik, 
tamlıq, minimallıq) öyrənəcəyik, burada R, müəyyən həqiqi 
parametrlərdir. Aşağıdakı teoremin doğruluğu isbat olunmuşdur.  

Teorem  22. Tutaq ki,  (8) asimptotikası doğrudur və  

   
 qp 2

1
2

1
 , 

p~
1

 , 

bərabərsizliyi ödənilir, burada  2;min~  pp . Onda (7) sisteminin  pL  
fəzasında aşağıdakı  xassələri ekvivalentdir: 

1. (7)  sistemi tamdır; 
2. (7) sistemi minimaldır; 
3. (7) sistemi  -xətti asılı deyil; 
4.  (7) sistemi   Nn

ntie   sisteminə izomorf bazisdir; 
5. ji   olduqda ji   . 

1.6-da ümumiləşmiş çəkili Lebeq fəzasında vahidə malik 
həyəcanlanmış eksponent sisteminin bazisliyi öyrənilir. 

Xətti hal. Vahidə malik aşağıdakı eksponent sisteminə baxaq 
   01 n
ti ne  ,                                        (9) 

burada   tn   

      
 nnOtt nn , , 

asimptotikasına malikdir, belə ki,  n    baş hissə  
    tsignnsigntnsignntn   , 

ifadəsi ilə təyin olunmuşdur, R , həqiqi parametrlərdir. 
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Bu yarımfəsildə (9) sisteminin      ,0,: R  çəkisinə 
malik  ümumiləşmiş çəkili   ,pL   Lebeq fəzasında bazisliyinin isbatı üçün  
iki üsul təklif olunur.  

Qarşıda hər yerdə fərz edəcəyik ki, aşağıdakı daxil olmalar doğrudur 
       


  qp LL 1&  . 

I üsul.  Установления аналога утверждения Левинсона 
относительно системы 

   Zn
ti ne 

 ,                                              (10) 
 а в последующем применение Леммы 2  §1.1. 

II üsul.    Zn
ti ne 

  sisteminə biortoqonal olan sistemin qurulması və 

  ,pL  fəzasından olan hər bir funksiyanın biortoqonal ayrılışının 
yığılmasının isbatı. 

Qeyd etmək lazımdır ki, I üsul yalnız (10) şəklində olan sistemə 
uyğundur, II üsul daha ümumidir. Ona görə də biz (9) sisteminin    ,pL  
fəzasında  isbatı üçün hər iki üsulu verəcəyik.  
 Aşağıdakı teorem isbat olunmuşdur. 

Teorem 11. Tutaq ki, 1,  pWLp   və  (2) çəkisi  (3) şərtini 

ödəyir.     01 


n
tnsignnie   sistemi   ,pL  fəzasında yalnız və yalnız   

   
 qp 2

1
2

1
 , 

bərabərsizliyi ödəndikdə bazis təşkil edir. Bu halda   
p2
1

  olduqda 

  ,pL  fəzasında tam,  
q2
1

  olduqda isə bu fəzada minimaldır.  

Hissə-hissə xətti hal. Bu bənddə daha çətin hala, eksponent sistem 
məhz 

    01 


n
tnti ne  ,                                       (11) 

şəkildə olduğu hala baxacağıq, burada    signttnsigntn   , 
hissə-hissə xətti həyəcanlanmadır. 

Beləliklə, aşağıdakı teorem doğrudur.  
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Teorem 12. Tutaq ki,  1,  pWLp   və  (2) çəkisi  (3) şərtlərini 
ödəyir və        ,00,,1  rkkt . Əgər 

   02
1

02
1

pq





, 

onda (11) sistemi yalnız və yalnız     


 qp 2
1

2
1

  

bərabərsizliyi ödəndikdə   ,pL  fəzasında bazis təşkil edir.  
İkinci fəsildə  kəsilən difernsial operatorların məxsusi funksiyalar 

çoxluğu ola biləcək  hissə-hissə kəsilməz fazaya malik eksponent  
sisteminə baxılır. Müəyəyn şərtlər daxilində  bu sistemin dəyişən dərəcəli 
Lebeq fəzalarında bazisliyi isbat olunur.  

2.1-də əsas fərziyyələr və köməkçi faktlar daxil edilir.  
Aşağıdakı eksponent sisteminə baxılır  

    Zn
nsigntntie 

    , 

burada  t  ;   parçasında hissə-hissə  kəsilməz funksiyadır. 
 2.2-də ümumiləşmiş Hardi siniflərində hissə-hissə kəsilməz 
əmsallara malik bircins Riman məsələsi öyrənilir. 
  2.3-də hissə-hissə kəsilməz əmsala malik qeyri-bircins Riman 
məsələsinə baxılır. 
 Əvvəlki yarımfəsildə alınmış nəticələrdən istifadə etməklə 2.4-də 

 pL  fəzasında hissə-hissə kəsilməz fazaya malik eksponent sistemin 
bazisliyi isbat olunur. 
 Aşağıdakı sistemə baxaq 

    Zn
nsignttnie 

 ,      (12) 
burada     C ,: müəyyən hissə-hissə kəsilməz funksiyadır. 
Aşağıdakı teorem isbat olunmuşdur.  

Teorem 13. Tutaq ki,  WLp , 1p ,  ( )t  funksiyası 
aşağıdakı şərtləri ödəyir 

(а)   t    , -da hissə-hissə Hölder funksiyadır,   :1
r

ks  
 110 ... rr ssss  onun    , -da kəsilmə nöqtələridir. 

Tutaq ki,   :1
r

kh   
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    rkssh kkk ,1,00   ; 

 t  funksiyasını ks  nöqtələrində sıçrayışlarıdır və 
   


 

0h . 

 (b)   








 Zrk
sp

h

k

k ,0:1


. 

 Aşağıdakı münasibətdən  

   k
kk

k

k sp
nnh

sq
11

1  
, rkn ,1,00  , 

  Zn r
k 1   ədədlərini təyin edək. Fərz edək ki,  rnh  0 . 

Əgər     rk
sp

h
sq k

k

k

,0,11



, bərabərsizlikləri ödənərsə, 

onda (12) eksponent sistemi ( )pL   fəzasında bazis təşkil edir. 
2.5-də  faza müəyyən asimptotikaya malik olduqda həyəcanlanmış 

eksponent sisteminə baxılır.  
Aşağıdakı   

     Zn
ti ne 

 ,            (13) 
 

eksponent sisteminə baxaq, burada    tn   
              n ,         ttt nnn   ,                         

asimptotikasına malikdir və        Zntnsigntntn  , . 
Aşağıdakı şərtin ödəndiyini fərz edəcəyik. 
(с)  n  funksiyaları   

  







kn
Otn 

1
,  1,  kk ttt , rk ,0 ;     ,01

r
k , 

münasibətini ödəyir. Aşağıdakı teorem isbat olunmuşdur.  
Teorem 14. Tutaq ki, 1, 1  pWLp  , və n  olduqda, 

     ttt nnn    asimptotik düsturu doğrudur, burada 
     Zntnsigntntn  , , hansı ki,  t  funksiyası 2.4 
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yarımfəslindəki Teorem 13-ün bütün şərtlərini ödəyir və  tn  
funksiyasına nəzərən aşağıdakı münasibət doğrudur           

  







kn
Otn 

1
,  1,  kk ttt , rk ,0 ;     ,01

r
k . 

Fərz edək ki, aşağıdakı bərabərsizlik doğrudur   

    
  pq

11
 , 

p~
1

 , 

burada kk
 min  ,  2;min~  pp   və   kəmiyyəti (b) 

münasibətindən təyin olunur. Onda (13) sisteminə nəzərən   pL  fəzasında 
aşağıdakı xassələr ekvivalentdir. 

1) tamdır; 
2) minimaldır; 
3)  -xətti asılı deyil; 
4) о   Zne 

int  sisteminə izomorf bazis təşkil edir; 
5) ji   olduqda ji   . 

  2.6-də Banax fəzalarında  operator əmsallı ikiqat sistemdən ibarət 
bazislərə baxılır. Bu sistemlərin bazisliyi və operator tənliyin həllolunalığı 
arasında əlaqə qurulmuşdur. Bazislik üçün zəruri şərt alınır. Alınan 
nəticələr konkret misallara tətbiq olunur.  

Beləlikl, tutaq ki,   Xxx Nnnn 
 ;  müəyyən ikiqat sistemdir. Əgər 

Xx  üçün   :! CNnn  
  










 
11 n

nn
n

nn xxx  , onda bu sistem 

X  fəzasında ikiqat bazis adlanır.  
   Nnnx 

  sisteminin   X  fəzasında xətti örtüyünün  qapanmasını 
X  ilə işarə edək. Digər halda bu tərif   Nnnx 

   sisteminin X  fəzasında 

bazis təçkil etdiyi, X  və X  altfəzaları X -da tamamlanma olduğu və 
aşağıdakı düz cəmə ayrılışın doğru olduğu mənasını verir 

    XXX  .   (14) 
 Tutaq ki,   X    Nnnn xx 

 ;  bazisinə malik Banax fəzasıdır və  

 XLT    müəyyən avtomorfizmdir. Fərz edək ki,    Nnnn xTxT 
 ;  

sistemi həmçinin  X  fəzasında bazis təşkil edir. Beləliklə,  Xy  üçün  
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  yxTxT   ,                                          (15) 

tənliyi   XX  fəzasında həll olunandır, daha doğrusu  
    XXxx ; , (15) münasibəti ödənilir. Tutaq ki, 

XX 0 müğyyən çoxobrazlıdır. Fərz edək ki, elə   XLBA  ;   
avtomorfizmi və XXS 0:  xətti operatoru var ki, 0Xy  üçün (15) 
məsələsinin həlli  

 SyByAx   ,         (16) 
Düsturu ilə ifadə olunur. Beləliklə, bu yarımfəsildə aşağıdakı teorem isbat 
olunmuşdur.  
   Teorem  15.  Tutaq ki, X  Banax fəzası (14) düz ayrılışına 
malikdir və   Nnnx 

  sistemi X fəzasında bazis təşkil eidr.   

 XLBAT  ;;  avtomorfizmdir və  XXS 0:  xətti operatordur 
hansı ki, (15) tənliyinin həllinə nəzərən (16) düsturu doğrudur, burada 

 XX 0 müəyyən çoxobrazlıdır. Onda əgər   Nnnn xTxT 
 ;   sistemi 

X  fəzasında bazis təşkil edərsə, onda S  operatoru 0X  fəzasında 
məhduddur. 

Üçüncü fəsildə ümumilikdə müxtəlif riyazi strukturlarda 
cırlaşmayan sistemin doğurduğu əmsallar fəzası anlayışına həsr 
olunmuşdur. 

Müəyyən xassələr malik xətti metrik fəzaya baxılmışdır. 
Cırlaşmayan sistem anlayışı daxil edilmişdir. İsbat olunmuşdur ki, belə 
sistemlər kanonik bazisli  tam metrik əmsallar fəzasına malikdir Əmsal 
operatoru dilində bazislik kriteriyası verilmişdir.  

Bu fəsildə müəyyən bixətti inikasın doğurduğu  ümumiləşmiş b -
bazis anlayışının bir konkret realizasiyası verilmişdir. Eləcə də Hilbert 
tenzor hasilində elementlərin  tam sistem üzrə t sıraya ayrılması haqqında  
bir əsas nəticə verilmişdir.                                                                                                                                                                                                                                             

3.1 -də zəruri işarələmələr və anlayışlar, eləcə də bixətti inikasın 
doğurduğu approksimativ anlayışlar daxil edilmişdir. 

3.1.1. b -inikas. b -örtük. b -tamlıq. b -minimallıq. b -
invariantlıq.   Tutaq ki, K  meydanı üzərində  ZYX ,, xətti fəzalardır.  
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Əgər Xx  və Yy  üçün   ZYxb  :,  və 
  ZYXyb  :,  inikasları uyğun olaraq Y  və X -da xətti 

inikaslardırsa, onda  ZYXb :  inikası bixətti inikasdır.   
Tutaq ki, ZYX ,,  uyğun  

x
 , 

y
  və  

z
  normalı B -

fəzalardır.  Əgər  
 

yxzyx
yxMyxbyxm  , , Xx , Yy ,   

olarsa, onda ZYXb :  bixətti inikası b -inikası adlanır, burada 
 0, Mm sabitlərdir.  

Sadəlik üçün  yxb ,   b -inikasını  yxbxy ,  ilə işarə edəcəyik. 
Tutaq ki, YM   müəyyən çoxluqdur.  iimx  şəklində olan bütün 
mümkün sonlu xətti kombinasiyaları M  çoxluğunun b -örtüyü  
adlandıracağıq və  MLb  kimi işarə edəcəyik; burada Xxi  , Mmi  . 

Z   çoxluğunda  MLb  örtüyünün qapanmasını  MLb  ilə işarə edəcəyik..  

 Əgər    ZyL Nnn
b   olarsa, onda   Yy Nnn   sistemi b -tam 

sistem adlanır. Əgər Xx , 0x  üçün     NkyLxy knn
b

k   ,  
doğru olarsa, onda    Nnny   sistemi b -minimal  sistem adlanır.  

 Əgər  0
n

nn yx   bərabərliyindən    0
n

nn xyf , *Yf   

ifadəsinin doğruluğu alınarsa, onda  ZYX ;;  üçlüyü Yb -invariant 
adlanır.  

Tamamilə analoji olaraq b -asılı olmamaq anlayışı müəyyən edilir. 
Məhz əgər hər hansı bir sonlu  nx  seçimi üçün 0

n
nn yx  bərabərliyi 

yalnız nxn  ,0  üçün doğru olduqda    Yyn   sistemi b -asılı 
olmayan sistem adlanır. 

Əgər  Xx , Nkn  ,   üçün    xxyT nkkn   doğru olarsa, 
onda   Yy Nnn   sistemi     XZLT Nnn ;  sisteminə b -biortoqonal 
sistem adlanır. 

Nəhayət, b -bazis anlayışını daxil edək. 
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Əgər  Zz  üçün  yeganə   Xx Nnn   ardıcıllığı varsa ki, 







1n

nn yxz , onda    Yy Nnn   sistemi  ZYX ;;  üçlüyü üçün b -bazis 

adlanır. Tutaq ki,   ZYX ;;  üçlüyü  və ZYXb :  b -inikası  
verilmişdir:   Zxyyxb , . 

Əgər  Xxk   və  Yyk   üçün 
k

kk yx  şəkilli sonlu xətti 

kombinasiyalar Z  - də doludursa, onda bu üçlük b -dolu adlanır.  
3.2-də Hilbert fəzalarının Hilbert tenzor hasilinə baxılır. Hilbert 

tenzor hasili ilə təyin olunan bixətti inikasın doğurduğu t -ayrılış anlayışı 
daxil edilir. İsbat olunmuşdur ki, əgər fəzanın ixtiyari elementi verilmiş 
sistem üzrə t -ayrılışa malikdirsə və bir neçə həddi atdıqdan sonra bu 
sistem bu fəzada t -tamdırsa, onda ixtiyari element  də qalan sistem üzrə t -
ayrılışa malikdir.  

Hilbert tenzor hasili ilə bağlı bəzi anlayış və faktları daxil edək. 
Tutaq ki, YX ;  H -fəza və YXZ  onların Hilbert tenzor hasilidir.  

Xx  və  Yy  elementlərinin  yx  tenzor hasilini sadəlik üçün 
yxxy   ilə işarə edək. Tutaq ki,  YM   müəyyən çoxluqdur. Tutaq 

ki   

   








 


m

k
kk

m
kkt yxzMXyxZzML

1
1;: . 

 MLt   M  çoxluğunun t -örtüyü adlanır. Tutaq  ki, Yy  müəyyən 
sistemdir. Təyin edək 

 









 


1
:

k
kk

t yxXx , 

sırası Z -də yığılır. 

 Əgər Zz  üçün    :,1 NnXx nm
k

n
k    

  zyx
nm

k
k

n
kn




 1
lim . 
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onda Yy   sistemi Z  fəzasında t -tam sistem adlanır.  Əgər  

Zz üçün  yeganə    Xx Nnn   ardıcıllığı varsa ki, 





1n

nn yxz , 

onda   Yy Nnn  sistemi ZYX ;;  üçlüyünə nəzərən t -bazis adlanır.  

Əgər sonlu  nx  seçimi üçün 0
n

nn yx bərabərliyi  yalnız 

nxn  ,0  üçün doğrudursa, onda  Yyn   sistemi t -asılı olamayan 
sistem adlanır.  

Beləliklə, 
     YXZ yyxxyxyx 21212211 ;;;  , 2,1,,  kYyXx kk , 

burada  Z;  Z -də skalyar hasildir və   ZZ
 ;2

. 

   ZYzy ;  cütünün t -skalyar hasili anlayışını daxil edək. 
Xx  götürək və      Zzy zyxx ;;   xətti funksionalına baxaq. 

Alarıq 

   
XZYZZzy xzyzyxx ; . 

Beləliklə,   XXzy  
; . Nəticədə Xx  ~! :      Xzy xxx ~;;  , 

Xx . x~  elementi y  və  z ,  elementlərinin  t -skalyar hasili adlanır  
və onu  Xzyx  ;~  ilə işarə edəcəyik.  

Tutaq  ki, YX ;  H -fəza və  YXZ   isə onların Hilbert 
tenzor hasilidir. Tutaq ki, Yy   müəyyən sistemdir. Əgər  







1

:
k

kk yxzXx  

münasibəti Z  fəzasında ödənərsə, onda deyəcəyik ki, Zz  elementi y  
sistemi üzrə  t -ayrılır. Bu yarımfəslin əsas teoremini ifadə edək. 
 Teorem 16.  Tutaq ki,  z  fəzasının ixtiyari elementi    Yy Znn 

  

sistemi üzrə t -ayrılır və y  sistemi   z  fəzasında  t -tam sistemdir. Onda  
z  fəzasının ixtiyari elementi həmçinin  y  sistemi üzrə t -ayrılır. 

3.3-də  müəyyən xassələrə malik xətti metrik fəzaya baxılır. 
Cırlaşmayan sistem anlayışı daxil edilir. İsbat olunur ki, belə sistemlər 
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kanonik bazisli tam metrik əmsallar fazasına malikdirlər.  Əmsal operatoru 
dilində bazislik bazislik kriteriyası verilmişdir..  

3.3.1. Əsas fərziyyə və anlayışlar. Aşağıdakı anlayışlardan istifadə 
edəcəyik. 

Tərif  9. Əgər Nn  üçün 0nx  ,  onda    Xx Nnn   sistemi 
cırlaşmayan sistem adlanır.  

Fərz edəcəyik ki,  ;X   xətti metrik fəzası açağıdakı xassələrə 
malikdir. 

 )  ;X  fəzasında toplama və skalyara vurma xətti əməlləri 
X -da kəsilməzdirlər, daha doğrusu,  C -də  nn ,  və  X -da 

xxn  , yyn  n,  olmasından  X   fəzasında  ,xxnn    
 nn yx   nyx ,  alınır.  

 ) Tutaq ki,    X  fəzasında   metrikasının doğurduğu 

topologiyadır. Fərz edəcəyik ki,  X  çoxluğunun    topologiyasına və   
metrikasına nəzərən məhdudluğu ekvivalentdir, daha doğrusu bu anlayışlar 
 ;X   və  ;X   fəzalarında eynidir.  

Tutaq ki,  ;X    ),  ) xassələrinə malik müəyyən xətti, metrik, 
tam fəzadır və    Xx Nnn   müəyyən cırlaşmayan sistemdir. Fərz edək ki 

xK   :KNnn  


1n
nn x  sırası X -da yığılır . 

 Beləliklə, aşağıdakı teorem isbat olunmuşdur.  
 Teorem 17. Tutaq ki,  ;X   ),  ) xassələrinə malik metrik 
fəzadır,   sürüşməyə nəzərən invariantdır  və   Xx Nnn   cırlaşmayan 
sistemdir. Onda onun əmsallarına  uyğun  

xx KK ;  əmsallar fəzası 

tamdır,   Nnne   kakonik sistemi bu fəzada bazis təşkil edir. Bundan əlavə  
Более того, метрика 

xK  metrikası  sürüşməyə nəzərən invariantdır   və 

xətti əməllər xK  -da kəsilməzdir. 
Aşağıdakı teorem də doğrudur. 

 Teorem 18.  Tutaq ki,  ;X   ),  ) xassələrinə malik metrik 
fəzadır,   sürüşməyə nəzərən invariantdır  və   Xx Nnn  cırlaşmayan 
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sistemi X fəzasında tamdır. Onda bu sistem bu fəzada yalnız və yalnız 
uyğun  :T Xx K   əmsal operatoru    XL x ;K  fəzasında izomorfizm 
olduqda bazis təşkil edir.  

3.4-də müəyyən məhdud operatorlar ailəsinin doğurduğu J -örtük, 
J -tamlıq, J -minimallıq və  J -bazis kimi approksimativ anlayışlar daxil 
edilmişdir. 

Tutaq ki, YX ;  müəyyən Banax fəzalarıdır. Tutaq ki, СГ   
hissə-hissə hamar əyridir.   ,; XLГLp     1; pXГLp , ilə   

 
p

Г

p

p
dttff

1









  , 

normasına malik Г  əyrisi üzərində   XXL qiymətli funksiyaların 
Lebeq fəzasını işarə edəcəyik, burada  

   XLГf :    .: XГf   
Tutaq ki,    XLГLM p ; .  B.T. Bilalovun işlərindən istifadə edərək 
approksimativ ümumiləşmiş anlayışları  « J » hərfi ilə işarə edəcəyik. 

 MLJ           








 


n

k
kkkk XxMTxTxx

1
,,: , 

M   çoxluğunun    XLГLp ;  fəzasında J -örtüyü adlanır. 
 Banax fəzalarında sistemin tamlığı aşağıdakı şəklə düşür.
 Tərif 10. Əgər   

  NnnJ TL  XГLp ; , 

 onda     XLГLT pNnn ;  sistemi   XГLp ;  fəzasında J -tam 

sistem adlanır, burada 





 


 XГLp ;  fəzasında qapanmadır. 

 Bizə həmçinin ümumiləşmiş J -asılı olmamazlıq anlayışı lazım 
olacaqdır. 
 Tərif  11. əgər 

  0
1




n
nfT  в  XГLp ; , 

bərabərliyindən 0f ,  alınarsa, onda 
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     XLГLT pNnn ;  , 

sistemi J -asılı olmayan sistem adlanır, burada   Xff Nnn   . 
 Bizim halda biortoqonal sistemin əvəzi 
 Tərif  12. Əgər  

   ,* xxTT nkkn   NknXx  ,, , 
olarsa, 

     XXГLLT pNnn ;;*   , 
sistemi   

     XLГLT pNnn ;  , 

sisteminə J -biortoqonal sistem adlanır, burada nk Kronoker 
simvoludur.  
 İndi isə əsas  ümumiləşmiş bazislik   anlayışını qəbul edək. 

Tərif 13. Əgər  f  XГL p ; , üçün    :! Xf Nnn     

 XГL p ;  fəzasında 





1n
nn fTf , doğrudursa, onda  

     XLГLT pNnn ;   sistemi  XГLp ;  fəzasında J -bazis adlanır, 
daha doğrusu   

     0
1

 
Г

pm

n
nn dfTf  , m . 

  Nnnf   koordinat əmsalları adlanır. 
 Əsas nəticələrin alınmasında  aşağıdakı  əsas xassədən istifadə 
zərurəti yaranır.  
 Xassə  (А).   sistemi aşağıdakı şərti ödəyir:  tTn

1 , s.h.y. Гt , 

Nn   və       XLГLT qNnn ;1  
 ,  burada 111


qp

. 

3.5-də J -əmsallar fəzası anlayışı və bu fəzada J -kanonik sistem 
anlayışı təyin olunur.  Operatorlar ailəsi üzərinə müəyyən şərtlər qoymaqla 
bu fəzanın Banax fəzası olduğu və  J -kanonik sistemin bu fəzada  J -
bazis təşkil etdiyi  isbat olunmuşdur.  J -əmsal operatoru dilində J -
bazislik kriteriyası alınmışdır. 

Aşağıdakı fəzalara baxılır 
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  XLГLp ; ,  XГLp ; , 1p . 
 

Fərz edək ki 
      ,; XLГLTS pNnnT    

müəyyən sistemdir. Təyin edək   

TK    :Xf Nnn     





1n

nn fT sırası 

 XГLp ;  fəzasında yığılır  . 
 Aşağıdakı teorem isbat olunmuşdur.  
 Teorem  19.  Tutaq ki,       ,; XLГLTS pNnnT    1p , 

sistemi (А) xassəsinə malikdir. Onda TK  Banax əmsallar fəzası və  

   1,;;  KXГLKLK pT . Bundan əlavə əgər  TS  sistemi  J -xətti 

asılı deyilsə və ya J -biortoqonal sistemə malikdirsə, onda  1K . Bundan 
əlavə əgər KIm  qapalıdırsa, onda   TKKLK ;Im1  . 
 Bizə həmçinin qarşıda TK  fəzasında J -bazis anlayışı da lazım 
olacaqdır. 

 Tərif 14.  Əgər  TKf  , üçün   



 

1
:!

n
nnNnn fAfXf  

(yığılma  TK  fəzasında başa düşülür), onda   NnnA  TKXL ;   
sistemi TK  fəzasında J -bazis adlanır.  
Aşağıdakı teorem isbat olunmuşdur.  
 Teorem 20. Tutaq ki,        ,; XLГLTS pNnnT    1p , 

sistemi (А) xassəsinə malikdir. Onda    NnnE  TKXL ;   J -kanonik 
sistemi  TK  əmsallar fəzasında  J -bazis təşkil edir.  

Aşağıdakı J bazislik kriteriyası doğrudur.  
Teorem 21. Tutaq ki,        1,;   pXLГLT pNnn  sistemi (А) 

xassəsinə malikdir  və K  uyğun əmsal operatorudur  XГLKK pT ;:  . 

Onda bu sistem  XГLp ;  fəzasında yalnız və yalnız K    XГLKL pT ;;  

fəzasında izomorfizm olduqda J -bazis təşkil edir.  
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3.6-də məhdud operatorlar ailəsinin J -bazisliyi isbat olunmuşdur.  
Müəyyən şərtlər daxilində bu halda bazislik kriteriyasının analoqu isbat 
olunmuşdur.  

Dördüncü fəsildə  dəyişən dərəcəli Lebeq fəzalarında birqat sistem 
və onunla bağlı ikiqat sistemin bazislik xassələri (tamlıq, minimallıq, 
bazislik) isbat olunmuşdur. Tədqiqat sxemi  əvvəllər birqat 

      Nnetbeta 
 intint ,       (17) 

və ikiqat 
      NnetBetA 

 intint ; ,        (18) 
eksponent sistemlərinə nəzərən  uyğun olaraq  ,0pL  və    ,pL , 
fəzalarında B.T.Bilalov tərəfindən tətbiq olunmuşdur, hansı ki, bu 
sistemlərə daxil olan funksiyalar təyin oblastlarında kompleksqiymətli 
funksiyalardır.   

Bu fəsildə (17), (18) sistemlərinin bazisliyinin isbatı üçün 
B.T.Bilalov tərəfindən təklif olunmuş yuxarıda qeyd olunan sxem dəyişən 
dərəcəli  Lebeq fəzalarında baxılan daha ümumi birqat və ikiqat sistem 
halına ümumiləşdirilmişdir. Alınan nəticələr həyəcanlanmış eksponent 
sistem üzərində nümayiş olunur.   

4.1-də  p  dəyişən dərəcəli   aLp ,0  ümumiləşmiş Lebeq 

fəzasında birqat funksiyalar sisteminə baxılır.    aaLp ,  fəzasında bu 

sistemlə bağlı ikiqat sistem təyin olunur.   pL  fəzasında bu sistemlərin 
tamlığı və minimallığı arasında əlaqə isbat olunur.  

Birqat sistemə baxaq  
          Nnttbttat nnn   , .           (19) 

Ümumiliyi pozmadan  hesab edəcəyik ki,    Nnn t 
  sistemi  a,0  

parçasında təyin olunmuşdur. Tutaq ki, 

     
   








.0,,

,,0,
attb
atta

tA  

Aşağıdakı ikiqat sistemə baxaq  
         NmntWtAtWtAV mnmn  ,,;; . 

Növbəti teorem doğrudur   
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Teorem 22.  Tutaq ki,   pp1  və     xpxp  , 
 aax , .  

NmnmnV
;;   sistemi   aaLp ,  fəzasında yalnız və yalnız 

  Nnn 
  və    Nnn 

  sistemləri   aLp ,0  fəzasında  tam və minimal 
sistem olduqda tam və minimaldır.  
  4.2-də qeyri simmetrik halda ümumiləşmiş Lebeq fəzalarında  
defektə malik birqat sistemin tamlıq və minimallığına baxılmışdır.  

Aşağıdakı birqat sistemlərə baxaq 
          Znttbttat nn

n  , ,                       (20) 
   tbta ,  və  t , ümumiyyətlə desək,  a,0  parçasında verilmiş  

kompleks qiymətli funksiyalardır. Aşağıdakı funksiyaları daxil edək  

     
   








,0,,

,,0,
attb
atta

tA             
   








.0,,

,,0,
att
att

tW



 

 
 (20) birqat sistemi ilə yanaşı aşağıdakı ikiqat sistemə də baxılır 

         ZkntWtAtWtAW kn
kn  ,,;, .                 (21) 

Aşağıdakı teorem doğrudur.  
Teorem 23. Tutaq ki,        ,, xxpxp  

  pp1 , və  (21)  ifadəsi ilə təyin olunan  
1,0,  knknW ,sistemi  

  aaLp ,  fəzasında tam və minimaldır. Onda  aşağıdakılardan biri 
doğrudur:  
1.    1


nn   sistemi   aLp ,0  fəzasında tam və minimaldır. 

2.   1


nn  sistemi   aLp ,0  fəzasında tam və minimaldır.   

4.3-də  pL  fəzasında  birqat və ikiqat sistemlərin bazisliyinə 
nəzərən analoji əlaqə isbat olunmuşdur. 

Aşağıdakı teorem doğrudur.  
Teorem 24. Tutaq ki,    pp1  və    xpxp  , 

 aax , .  
NnnnV

;  ikiqat sistemi     aaLp ,  fəzasında yalnız və 

yalnız   Nnn 
  və   Nnn 

  birqat sistemlərinin hər birinin   aLp ,0  
fəzasında bazis təşkil etdiyi halda bazis təşkil edir. 

Oxşar nəticə vahidə malik sistemə nəzərən də doğrudur.  
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 Teorem 25.  
NnnnV

;1  ikiqat sistemi   aaLp ,  fəzasında 

yalnız və yalnız    Nnn 
  və    Nnn 

1   sistemlərinin hər biri   aLp ,0  
fəzasında bazis təşkil etdiyi halda bazis təşkil edir. 

Xüsusi halda, 
n  funksiyası olaraq   ,0  parçasında  

       nnnn ti
n

ti
n etet     ; , 

funksiyalarını götürsək, bu teoremlərdən aşağıdakı nəticələr alınır.  
Nəticə 1.  Tutaq ki,   Nnnn  ;  müəyyən kompleks ədədlər 

ardıcıllığıdır.     Nn
signtti nne 

   eksponent sistemi   ,,pL  fəzasında 
yalnız və yalnız  o zaman tam, minimal və bazis təşkil edir ki, 

   Nnnnt  cos  kosnus və    Nnnnt  sin  sinus sistemlərinin hər 
biri uyğun olaraq   ,0pL  fəzasında tam, miniaml olsun və bazis təşkil 
etsin.  

Beşinci fəsil bütövlükdə Banax fəzalarında və xüsusi halda dəyişən 
dərəcəli Lebeq fəzalarında  bazislərin bəzi qarışıq məsələlərinə həsr 
olunmuşdur. Burada həyəcanlanmış eksponent sisteminin Riss bazisliyi 
haqqında klassik Peli-Viner teoreminin bir  kəsilməz  analoqu verilmişdir.  

5.1-də Klassik Peli-Viner teoreminin bir kəsilməz analoqu 
alınmışdır.  

Hilbert fəzalarında yaxın sistemlərin Riss bazisliyi haqqında 
klassik Peli-Viner teoremi yaxşı məlumdur. Sonralar bu teorem bir çox 
istiqamətlərdə ümumiləşdirilmişdir.  Kəsilməz halda bu nəticənin analoqu 
varmı sualı meydana çıxır. Kəsilməz analoq dedikdə nə nəzərdə tutulur, 
sonrakı şərhdə izah edəcəyik.  

Peli-Viner teoreminin aşağıdakı kəsilməz analoqu doğrudur.  
 Teorem 26. Tutaq ki,  );( x   funksiyası xie    sisteminə o mənada 
yaxın sistemdir ki,   1,0 , var ki, onun üçün aşağıdakı bərabərsizlik 
doğrudur  

    


B

A

B

A

xi dadxdexa 
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2

)(2);()( , 

),(,  BA , BA    və  ),()( 2  locLa   . 
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 Onda elə ),(),(: 22   LLK  avtomorfizmi  var ki,  
f ),(2  L   üçün    

 




 


dxFKfxf );()(
2
1)(  , 

«ayrılışı» doğrudur. 
Beləliklə, aşağıdakı nəticə doğrudur.  

 Nəticə 2. Tutaq k,


 2ln
 . Onda elə 

    ,,: 22  LLK , 
avtomorfizmi var ki,   ,2  Lf  üçün aşağıdakı yeganə  «ayrılış» 
doğrudur 

     


 dxfFKxf 




 ,
2
1)( , 

burada xsigniex )();( 
    , ),(),();(  x  . 

5.2-də   p  dəyişən dərəcəli  
1
pW  Sobolev fəzasında bazislərin 

qurulması üçün bir metod təklif olunur.    constp   sabit funksiya 
olduqda cari yarımfəslin nəticələri K. Şaydukova məxsusdur. Şərhin 
tamlığı üçün uyğun faktların bizim halda isbatları tam verilmişdir.   

5.3-də  Banax fəzalarında multiplikator dilində yaxın sistemlərin 
bazisliyi isbat olunmuşdur. Bu nəticələr  pL  Lebeq fəzasında  
həyəcanlanmış eksponent sisteminə tətbiq olunmuşdur.  Multiplikator 

dilində eksponent, kosinus  və sinus  sistemləri üçün  « 
4
1

Kadets» 

teoreminin  p -analoqu alınmışdır.  
5.4-də Şturm-Liuvill operatoru üçün spektral parametrə malik Koşi 

məsələsinə baxılmışdır.   İsbat olunmuşdur ki, spektral parametr üçün 
qiymətlər ardıcıllığını elə seçmək olar ki, uyğun həllər sistemi dəyişən 
dərəcəli Lebeq fəzasında klassik triqonometrik sistemlərə izomorf bazis 
təşkil etsin.  Bu yanaşmanı V.A. İlin mənada şərh etmək olar.  
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Sonda müəllif elmi məsləhətçisi AMEA-nın müxbir üzvü, f.-r.e.d., 
prof. Bilal T.Bilalova işə olan daimi diqqət və dəstəyinə  görə öz dərin 
minnətdarlığını bildirir.  
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ТОГРУЛ РАФАЭЛЬ ОГЛЫ МУРАДОВ 

 

НЕКОТОРЫЕ СМЕЖНЫЕ ВОПРОСЫ АППРОКСИМАЦИИ И 

БАЗИСЫ В ОБОБЩЕННЫХ ПРОСТРАНСТВАХ ЛЕБЕГА 

 
АННОТАЦИЯ 

 
 Диссертационная работа, посвящена вопросам базисов в 
обобщенных пространствах Лебега и Соболева.  

В диссертации получены следующие основные результаты: 
 рассматриваются пространства Харди  


pH  и  


pm H  в качестве 

подпространств пространства  pL , изучается  базисность 
определенных частей системы экспонент в этих подпространствах; 
 доказано, что если двойная система экспонент 

      
0

1int ; n
tnietBetA  образует базис в пространстве    ,pL  

с переменным показателем суммируемости  p ,  то она изоморфна в 

нем классической системе экспонент  int

n Z
e


; 

 впервые изучена базисность возмущенной системы экспонент в 
обобщенном пространстве Лебега  pL , а также  базисность из 
возмущенных  систем  экспонент с единицей в весовом обобщенном 
пространстве Лебега, когда возмущение имеет определенную 
асимптотику;    
 изучается задача Римана с кусочно-непрерывным коэффициентом  
в обобщенных классах Харди и, применяя эти результаты, 
устанавливается базисность системы экспонент с кусочно – 
непрерывной фазой в  pL ; 
 рассматриваются базисы из двойных систем с операторными 
коэффициентами в банаховых пространствах, устанавливаются связи 
между базисностью этих систем и разрешимостью соответствующих 
операторных уравнений; 
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 рассматривается гильбертово тензорное произведение 
гильбертовых пространств, вводится понятие  t -разложения, 
порожденное билинейным отображением, определяемым 
гильбертовым тензорным произведением, доказывается теорема о t -
разложении произвольного элемента гильбертова пространства по 
заданной системе после исключения конечного числа элементов; 
 рассматриваются линейные метрические пространства, 
обладающие определенным свойством, вводится понятие 
невырожденной системы, доказывается, что такие системы имеют 
полное метрическое пространство коэффициентов с каноническим 
базисом; на языке коэффициентного оператора приведен критерий 
базисности; 
 устанавливаются связи  между базисными свойствами двойных 
систем и соответствующими одинарными системами в пространствах  

 pL ; 
 впервые получен непрерывный  аналог классической теоремы 
Пэли-Винера; 
 рассматривается задача Коши  со спектральным параметром для 
оператора Штурма-Лиувилля. Доказано, что последовательность 
значений для спектрального параметра можно выбирать таким 
образом, чтобы  соответствующая система решений образовывала 
изоморфный, к классическим тригонометрическим системам, базис в 
пространстве Лебега с переменным показателем суммируемости. 
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TOGRUL RAFAEL  oglu MURADOV 
 

SOME RELATED QUESTIONS OF APPROXIMATION AND 
BASISS IN GENERALIZED LEBEKE SPACES 

 
SUMMARY 

 
      The dissertation is devoted  to the study of basis problems in Lebesgue 
and Sobolev spaces. 
      The following main  results are obtained in dissertation: 

 

pH  and    


pm H    Hardy spaces  are considered and  the basis 

property of definite parts of the system of exponentials in these subspaces 
are studied; 

It is proved that if a double system of exponents 

      
0

1int ; n
tnietBetA  forms a basis in a space     ,pL   with a 

variable exponent of summability  p  , then it is isomorphic in it to the 

classical system of exponentials  int

n Z
e


; 

- the basis property of the perturbed system of exponentials in the 
generalized Lebesgue space  pL  is studied, as well as the basis property 
of the perturbed systems of exponentials with unit in the weighted 
generalized Lebesgue space; 

-the Riemann problem with piecewise-continuous coefficient in 
generalized Hardy classes  is studied and applying these results establishes 
the basis property of the system of exponentis with piecewise-continuous 
phase in  pL ; 

Bases are considered for binary systems with operator coefficients 
in Banach spaces, relations are established between the bases of these 
systems and the solvability of the corresponding operator equations,  the 
necessary condition for the basis property is obtained; 

the Hilbert tensor product of Hilbert spaces is considered, introduce 
the concept of t -decomposition generated by a bilinear mapping defined by 
a Hilbert tensor product, prove a theorem on the t -decomposition of an 
arbitrary element of a Hilbert space with respect to a given system after 
eliminating a finite number of elements; 
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linear metric spaces with a certain property is considered, the 
notion of a non-degenerate system is introduced, prove that such systems 
have a complete metric space of coefficients with a canonical basis;  In the 
term of the coefficient operator, the basis property criterion is given; 

- Relations are established between the basis  properties of binary 
systems and the corresponding single systems in spaces  pL ; 

-One continuous analogue of the classical Paley-Wiener theorem is 
obtained; 

-the Cauchy problem with the spectral parameter for the Sturm-
Liouville operator is considered. It is proved that a sequence of values for a 
spectral parameter can be chosen in such a way that the corresponding 
system of solutions forms a basis isomorphic to classical trigonometric 
systems in the Lebesgue space with variable exponent of summability. 

 


