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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
 

Актуальность темы. Теория вложения классов функций мно-
гих действительных переменных помимо самостоятельного интереса с 
точки зрения теории функций, имеет многочисленные и эффективные 
применения в теории дифференциальных уравнений в частных произ-
водных. Развитие функционального анализа и потребность теории диф-
ференциальных уравнений привело к исследованию функциональных 
пространств. 

Одно из основных достижений последних десятилетий, повли-
явших на облик гармонического анализа, состоит в успешном привлече-
нии идей и техники теории максимальных операторов и интегральных 
операторов типа потенциала. Эти идеи и методы применяются в теории 
дифференциальных уравнений с частными производными, теории 
функций, функциональном анализе, теории вероятностей, в задачах 
теории приближений, гармоническом анализе на однородных группах и 
других разделах математики. Применение метода теории потенциала к 
решению многочисленных краевых задач, встречающихся в теории 
дифференциальных уравнений в частных производных, в задачах 
теории аналитических функций, а также в задачах механики имеет 
богатую историю и успешную практику. Различные свойства потенциа-
лов Рисса были исследованы в работах М. Рисса, Г.Х. Харди, Дж.Е. 
Литтлвуда, С.Л. Соболева, И. Стейна, Г. Вейса, О.В. Бесова, П.И. 
Лизоркина, С.Г. Самко, В.М. Кокилашвили, А.Д. Гаджиева, Б. Рубина, 
С.К. Абдуллаева, В.С. Гулиева, И.А. Алиева, A. Гогатишвили,  Р.М. 
Рзаева и др. Изложение ряда свойств потенциалов Рисса содержатся в 
монографиях И. Стейна (1972), С.Г. Самко, А.А. Килбас и О.И. 
Маричев (1987) и Б. Рубина (1996). 

Известно, что интегральные представления функций, заданных 
в областях евклидовых пространств, имеют значительные применения в 
теории функциональных пространств, теории дифференциальных 
уравнений с частными производными, теории кубатурных формул и др. 
вопросах. Начало интенсивного изучения этих направлений было 
заложено в фундаментальных работах С.Л. Соболева 1936-1938 гг. 
Теория пространств функций с обобщенными производными нашла 
свое отражение в монографии С.Л. Соболева (1974), а также в 
монографиях С.М. Никольского (1969), О.В.Бесова, В.П. Ильина, С.М. 
Никольского (1975), Ю.Г. Решетняка (1982), В.Г. Мазьи (1985), И.М. 
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Стейна (1993), Д.Р. Адамса и Л.И. Хедберга (1996), В.И. Буренкова 
(1998) и в монографиях других авторов. 

В теории уравнений с частными производными наряду с ве-
совыми пространствами )(,

n
wpL R , важную роль играют пространства 

Морри )(,
n

pL R
. Пространства Морри ввел в 1938 году Ч.Б. Морри, в 

связи с некоторыми проблемами эллиптических уравнений и 
вариационных исчислений. Далее, пространства Морри нашли важные 
применения в уравнениях Навье-Стокса, Шредингера, в эллиптических 
уравнениях с разрывными коэффициентами и в теории потенциала. 
Отметим, что Р.В.Гусейнов (1992), применяя теоремы вложения 
Соболева-Морри, полученные в работе В.П.Ильина (1970), изучил глад-
кость  решений квазиэллиптических уравнений, не требуя никакой 
гладкости коэффициентов, даже их непрерывности. А.М. Наджафов 
(2005), применяя теоремы вложения типа Соболева–Морри, получен-
ные им, также изучил гладкость  решений квазиэллиптических уравне-
ний. Более подробную информацию о пространствах Морри можно 
найти в монографии А. Куфнера, О. Джон и С. Фучика (1977) и У. Юан, 
В. Зикел и Д. Янга (2010). 

Во многих задачах гармонического анализа на действительной 
прямой важную роль играют операторы сдвига 

R hxhxfxf , ),()( . Операторы сдвига обладают многими 
замечательными свойствами, так например, они образуют 
однопараметрическую группу изометрий для банаховых пространств 

)(RpL , преобразование Фурье представляет собой разложение по 
собственным функциям операторов сдвига, через операторы сдвига 
определяется свертка функций и т.д. В современной математике 
существует много различных аналогов операторов сдвига.  

Оператор обобщенного сдвига, порожденный дифференциаль-
ным оператором Бесселя в одномерном случае, введен и изучен Б.М. 
Левитаном (1951). Дальнейшие исследования сингулярных эллиптичес-
ких краевых задач, связанных дифференциальным оператором Бесселя, 
принадлежат  И.А. Киприянову и его ученикам. Некоторые проблемы 
гармонического анализа Фурье–Бесселя из азербайджанских математи-
ков впервые были исследованы А.Д.Гаджиевым и его учеником 
И.А.Алиевым. Дальнейшие исследования в этом направлении принад-
лежат С.К. Абдуллаеву, В.С. Гулиеву и их ученикам. 
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В последние годы в математической литературе появился и стал 
использоваться новый класс обобщенных сдвигов – обобщенные сдвиги 
Данкля. Обобщенные сдвиги Данкля строятся по некоторым дифферен-
циально-разностным оператором (оператором Данкля), которые широко 
используются в математической физике. С оператором Данкля связаны 
интегральные преобразования Фурье–Данкля, которые по своим 
свойствам во многом аналогичны классическим преобразованиям 
Фурье, но имеют и много особых свойств. В связи с этим большой 
интерес представляет получение аналогов различных классических 
задач гармонического анализа для преобразования Фурье–Данкля. 

Настоящая диссертация посвящена исследованиям теории 
гармонического анализа Фурье-Данкля, т.е. гармонического анализа, 
ассоциированного с преобразованием Фурье–Данкля. Как известно, 
объектами классического гармонического анализа Фурье служат 
трансляционно–инвариантные операторы, т.е. операторы типа свертки, 
порожденные обычным сдвигом h , nRh  , действующим как 

).(=)( hxxh   Мы же, рассматриваем сверточные структуры, 
порожденные не обычным, а некоторым специальным сдвигом (так 
называемым, обобщенным сдвигом или D –сдвигом), приспособлен-
ным к преобразованию Фурье–Данкля. Принципиальное отличие 
рассмотренных нами D –интегральных операторов и D –пространств 
от обычных заключается в том, что сингулярность дифференциально-
разностного оператора Данкля D  "заставляет" нас работать в 

пространстве R  с весом dxx 12||   и использовать некоторый сдвиг, 
приспособленный к оператору Данкля. 

Цель работы. Исследование дробно-максимальных операторов  
и  интегральных операторов типа потенциала , порожденных     
дифференциально-разностным оператором Данкля      

  ,)()()
2
1()(=

x
xfxfx

dx
dfxfD 

 
  1/2>   

и на группе Гейзенберга nH . 
Научная новизна. Основные результаты диссертации состоят в 

следующем: 
1. Впервые введены и изучены аналоги классических интегральных 
операторов, порожденных оператором Данкля ( D -интегральные 
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операторы) − D -максимальный оператор, D -дробно-максимальный 
оператор, и D -по-тенциал Рисса в пространстве )(, RpL    ( pL -
пространства, порожден-ные оператором Данкля).  
      Доказана ограниченность D -максимального оператора и D -
интеграла Пуассона в пространстве )(, RpL .   
     Впервые получены аналоги теоремы Харди-Литтлвуда-Соболева об 

,pL - ,qL  ограниченности D -дробно-максимального оператора, D - 

потенциала Рисса и D - потенциала Бесселя. 
2. Доказаны ограниченность D -максимального оператора и D -
интеграла Пуассона в весовых пространств )(,, RwpL  с весом из 

класса Макенхаупта ,pA .  Получен аналог теоремы Велланда весовых 

оценок для D - потенциала Рисса. 
3. Установлены два неравенства типа Стейна-Вейсса для D - 
потенциала Рисса  и найдены необходимые и достаточные условия на 
параметрах для ограниченности D - потенциал Рисса из весового pL -
пространства )(

,||,
R

xp
L  в  )(

,||,
R

xq
L  и из пространства 

)(
,||1,

R
x

L  в слабое пространство )(
,||,
R

xq
WL  .  

4. Получены необходимые и достаточные условия на параметрах для 
ограниченности D -дробно-максимального оператора и D - 
потенциала Рисса из D - Морри  пространства )(,, RpL  в )(,, RqL , 

<<<1 qp  и из пространства )(,1, RL  в слабое пространство 

)(,, RqWL , <<1 q . 
  5. Установлены необходимые и достаточные условия на параметры 
для ограниченности D -дробно-максимального оператора и D - 
потенциала Рисса из модифицированного D - Морри  пространства  

)(,,
~

RpL  в )(,,
~

RqL , <<<1 qp  и из пространства )(,1,
~

RL  

в слабое пространство )(,,
~

RqLW , <<1 q . 
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6. Доказаны аналоги теоремы Адамса для дробно-максимального 
оператора и дробного интегрального оператора в пространствах Морри 
и в модифицированных пространствах Морри на группе Гейзенберга.  
7. Найдены достаточные условия для ограниченности дробно-
максимального и дробного интегрального оператора на группе 
Гейзенберга в обобщенных пространствах Морри. 
       Общая методика исследований. В работе использованы методы 
теории функций вещественной переменной, теории функциональных 
пространств, гармонического анализа, теории операторов, теоремы 
вложения и  функционального анализа. При этом используются методы 
получения оценок образа оператора через прообраз в терминах 
локальных характеристик. 
       Теоретическая и практическая ценность. Теоретическая и 
практическая значимость исследований, проведенных в 
диссертационной работе, заключается в том, что полученные новые 
результаты представляют самостоятельный интерес  в теории функцио-
нальных пространств, кроме того имеют применения  в теории диффе-
ренциальных уравнений в частных производных при решении гранич-
ных задач и при исследовании дифференциальных свойств обобщенных 
решений квазиэллиптических и гипоэллиптических дифференциальных 
уравнений и в теории субэллиптических уравнений. 
     Апробация работы. Результаты диссертации докладывались на 
общегородском семинаре «Современные проблемы гармонического 
анализа» (рук. академик НАНА, проф. А.Д.Гаджиев); на семинарах 
отдела  "Математический анализ" ИММ НАН Азербайджана (рук. член-
корр. НАНА, проф. В.С. Гулиев); на семинарах отдела  
"Функциональный анализ"  ИММ НАН Азербайджана (рук. д.ф.-м.н., 
проф. Г.Ш. Асланов); на семинарах отдела "Дифференциальные 
уравнения"  ИММ НАНА (рук. д.ф.-м.н., проф., А.Б. Алиев); на 
семинарах отдела "Негармонический анализ"  ИММ НАНА (рук. член-
корр. НАНА, проф. Б.Т. Билалов); на семинарах отдела "Теория 
функций"  ИММ НАН Азербайджана (рук.док.н.по мат. В.А. 
Исмаилов); на общеинститутских семинарах ИММ НАНА; на 
семинарах кафедры "Математический анализ"  в БГУ (рук. д.ф.-м.н., 
проф. С.К. Абдуллаев), на семинарах кафедры  "Теория функций и 
функциональный анализ"  в БГУ (рук. д.ф.-м.н., проф. А.М. Ахмедов). 
Основные результаты диссертации также докладывались на семинаре 
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Математического Отделения Акденизского Университета (Анталия - 
Турция) и на семинаре д.ф.-м.н., проф. И.А. Алиева. 

Результаты диссертации докладывались на международной 
конференции по физическим, математическим и техническим наукам 
(Нахчыван, 2008); на международной конференции по астрономии, 
физике и математике, посвященной международному году астрономии 
(Нахчыван, 2009); на международной конференции, посвященной 90-
летию Бакинского государственного университета (Баку, 2009); на 
международной конференции по математике и механике, посвященной 
50-летию ИММ НАНА (Баку, 2009); на международной конференции, 
посвященной 80-летнему юбилею aкад. Ф. Максудова (Баку, 2010); на 
международной конференции, посвященной 100- летнему юбилею aкад. 
З. Халилова (Баку, 2011); и на международной конференции, 
посвященной 100- летнему юбилею aкад. И. Ибрагимова (Баку, 2012), 
на международной конференции по математике и механике, 
посвященной 55-летию ИММ НАНА (Баку, 2014). 

Некоторые результаты диссертации доложены на 7-ом между-
народном конгресе ISAAC (2009 г., Лондон, Англия); на 3-ем между-
народном симпозиуме по математике, посвященном турко-язычным 
математикам мира (2009, Алма-Ата, Казакстан); на международной 
конференции по математике "Integral and Differential Operators and Their 
Applicatons" , посвященной 70-летнему юбилею проф. С.Самко (2011 г., 
Авейро, Португалия); на международной конференции по математике 
"Operators in Morrey-type Spaces and Applications", посвященной 70-
летнему юбилею проф. В. Буренкова (2011 г., Киршеир, Турция); а 
также на международной конференции по математике "Functional 
Analysis and its Applications", (2012, Астана, Казакстан). 

Результаты диссертации обсуждались с профессорами О.В. 
Бесовым, Х. Трибелем, В.И. Буренковым, С.Г. Самко, В.М. 
Кокилашвили, А.Д. Гаджиевым, М. Отелбаевым, Г.А. Калябиным, С.К. 
Абдуллаевым, И.А. Алиевым, А. Шербетчи, Р.М. Рзаевым, А. 
Гогатишвили, которым я, пользуясь случаем, выражаю свою глубокую 
благодарность за обсуждения, ценные замечания и поддержку. 

Публикации. Основные результаты диссертационной работы 
опубликованы в 41 научных работах  автора,приведенных в конце 
автореферата. 

Объем и структура работы. Диссертационная работа изложена 
на 247 страницах, из введения, четырех глав и списка литературы, 
содержащих из 271 наименований. 
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СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
Диссертация состоит их четырех глав. В первой главе 

диссертации определяются и исследуются интегральные операторы, в 
том числе, максимальный оператор, интеграл Пуассона, дробно-
максимальный оператор, потенциал Рисса, потенциал Бесселя, а также 
метагармоническая полугруппа Данкля, порожденный оператором 
Данкля. Первая глава состоит их восьми параграфов. В первом 
параграфе изложены элементы гармонического анализа, порожденные 
оператором Данкля. 

Пусть 1/2>   фиксированное число и   весовая Лебеговая 
мера на R , заданная по  
              .||

1)(2
1:=)( 12

1 dxxxd 
 


 

  

Для каждого  p1  обозначим через )(=)(,  dLL pp R;R  
пространства комплексно-значных функций ,f измеримых на R таких, 
что  

    <)(|)(|=
1/

,,

pp

pLp xdxfff 



R

, если ),[1, p  

 и  
 |)(|sup=

,, xfessff
x

L
R




, если  .= p  

Для  <1 p  обозначим через )(, RpWL  слабое пространство 

)(, RpL , определяемое как множество локально интегрируемых 
функций )(xf , Rx  с конечной нормой  

   p

rpWL rxfxrf 1/

0>,
|>)(| : sup= R


 , где  A

xdA )(  . 

Для Ryx,  оператор обобщенного сдвига Данкля 
определяется следующим образом  

  θdθθyxhθxyyxfcyfτ α
e

π

αx
2

1
22

0
)sin)(,,(cos||2=)(    

  ,)sin)(,,(cos||2 2
2

22

0
θdθθyxhθxyyxfc α

o

π

α                      (1) 

 где oe fff = , of  и ef  четная и нечетная часть f  соответственно, с  

1/2))(1)/((=  c ,    ,cos)(1=),,(1  xysgnyxh   
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0.=      ,0 

0,   , 
cos||2

]cos)([1)(
=),,( 22

2

xyесли

xyесли
θxyyx

θxysgnyx
θyxh                       (2) 

В первой главе диссертации, в 1.2, определена и изучена 
максимальная функция, порожденная оператором Данкля следующим 
образом  

).()(||
)(0,

1
sup=)(

)(0,0>
yμdyfτ

rBμ
xfM αxrB

αr
α   

В [17] нами доказана следующая теорема (см. также [18]).  
Теорема 1.  1. Если )(1, RLf  , тогда для каждого 0>   

  ),(|)(|>)(: 1 xμdxf
β

CβxfMxμ ααα 
R

R  

 где 0>1C  не зависит от f . 
2. Если  pLf p <1),(, R , тогда )(, R pLfM   и  

,
,2, αpαpα fCfM   

 где 0>2C  не зависит от f .  
Теорема 2. Для любого 0>r  и любой измеримой на R  функции 

,f  для которой )(0, rBsuppf   имеет место следующая оценка  

  )(|))(|ln(1|)(|)(0,
)(0,))(0,(1,

xμdxfxfCrBμfM αrBαrBαLα
  , 

 где C  не зависит от f .  
В первой главе диссертации, в 1.3, изучен интеграл Пуассона, 

порожденный оператором Данкля на R , которое будем называть D - 
интегралом Пуассона, определяемое следующим образом  

, 0,> ),()))()((=),( , R
R

 xtyμdyPτyftxfP ααtxα  

где ядро Пуассона, порожденное преобразованием Данкля, 
определяется равенством  

      , 0,> ,)||(=)(=),( 2
32

22
, R




xtxttmxPtxP t



  

 где   2/11

2
32=  





  

m                                                                   (3)   
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Известно, что   )(=),( , xfPtxU t   является решением 
следующей задачи  

                                  
  0,,0,
0,




tRxtxUD
xfxU

αα

α . 

Лемма 1.  Пусть )(1, RlocLf  . Тогда существует постоянная 

A, не зависящая от функции f  такая, что для любого Rx  
справедливо неравенство  

         )(),(sup
0>

xfAMtxU
t

  . 

Лемма 2. Пусть )(1, RlocLf  . Тогда существует постоянная 

0C  не зависящая от функции f  такая, что для любого Rx  
справедливо неравенство  

         |),(|sup)(
0>

txUCxfM
t

  . 

Лемма 3. Пусть ),(1, RlocLf   

},|<|0,>,:),{(=)( 00 txxtxtxxG   R  ,0 Rx  0>t . Тогда  

),(|),(|sup 0
)0(),(

xfMCtxU αβα
xβGtx




 

где постоянная Сβ ≥0  не зависит от функции .f   
Лемма 4. Пусть ),(1, RlocLf   

}|<|0,>,:),{(=)( 00 txxtxtxxG  R , ,0 Rx  0>t . Тогда 
существует предел  

)(=),(lim 0
,0)0(),()0(

xftxU
xtxxG


 

 

почти всюду в R .  
В 1.4 главы I изучена )(, RpL  ограниченность 

метагармонической полугруппы Данкля.  
В первой главе диссертации, в 1.5, для дробно-максимальной 

функции, порожденный оператором Данкля  

22<0   ),()(||))(0,(sup=)(
)(0,

1
22

0>
, 


 αβyμdyfτrBμxfM αxrB

α
β

α
r

αβ , 
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 доказана следующая теорема, в которой получены необходимые и 
достаточные условия ограниченности дробно-максимального оператора 

 ,M  из пространства )(, RpL  в )(, RqL , <<<1 qp  и из 
пространства )(1, RL  в слабое пространство )(, RqWL , <<1 q . 

             Теорема 3.  1)  Если 1=p , тогда условие 
22

=11






q
 

является необходимым и достаточным для ограниченности  ,M  из 

)(1, RL  в )(, RqWL . 

2)  Если 


 22<<1 p , тогда условие 
22

=11






qp
 

является необходимым и достаточным для ограниченности  ,M  из 
)(, RpL  в )(, RqL . 

3)  Если 

 22= p , тогда  ,M  ограничена из )(, RpL  в )(RL .  

В первой главе диссертации, в 1.6, для оператора 22 )(





 D , 

0>  показано, что при 22<<0   этот оператор реализуется как 
интегральный оператор со слабой особенностью (который обозначаем 

 ,I  и называем потенциал Рисса, порожденный операторам Данкля 

или D - потенциал Рисса). 
          Модифицированный D -дробный интеграл fI  ,

~   

     )()()(||||=)(~
1

2222
, yμdyfyχyxτxfI αB

αβαβ
yαβ 






   cR

. 

А именно справедлива следующая теорема  
Теорема 4. Пусть  

         
),()|(|)(=)( 22

,, yμdyτyφcxφI α
αβ

xβααβ
R    где 

2)/(2
2)/1(= 2/1, 


 


c . 

Тогда для любых  D( R ) и 22<<0   справедливо 
равенство  

).()(=)( 22
, xDxI 
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Обозначим через )(RBMO  (BMO пространство типа Данкля) 
множество  локально интегрируемых функций f  с конечной нормой  

,<)(|)()(|1
sup=
0,>

*, 


yμdxfyfτ
Bμ

f αrBx
rB

rαxr
α

R

 

где ).()(1=)( yμdyfτ
Bμ

xf αx
rB

rα
rB   

Для D - потенциала Рисса имеет место следующий аналог 
теоремы Харди-Литтлвуда-Соболева, являющийся основным результа-
том, в котором получены необходимые и достаточные условия для D - 
потенциала Рисса  ,I  типа Данкля, действующего ограниченно из 
пространства )(, RpL  в )(, RqL , <<<1 qp  и из пространства 

)(1, RL  в слабое пространство )(, RqWL , <<1 q . 

Теорема 5.  1)  Если 1=p , тогда условие 
22

=11






q
 

является необходимым и достаточным для ограниченности  ,I  из 
)(1, RL  в )(, RqWL . 

2)  Если 


 22<<1 p , тогда условие 
22

=11






qp
 является 

необходимым и достаточным для ограниченности  ,I  из )(, RpL  в 
)(, RqL . 

3)  Если 

 22= p , тогда оператор  ,

~I  ограниченно 

действует из )(, RpL  в )(RBMO .  
Пространства Бесова для оператора Данкля изучались 

C.Абделкефи и M. Сифи, Р.Боугуила, М.Лазхари и М.Ассал, Л.Камоун. 
В следующей теореме доказана ограниченность дробного 
интегрального оператора типа Данкля  ,I  в пространствах Бесова типа 
Данкля. 

Для  ,1 p  и 1<<0 s , пространство )(, Rs
pB   Бесова 

для оператора Данкля на R  (пространство Бесов-Данкла) состоит из 
всех функций f  в )(, RpL  с конечной нормой  
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.<)(
||

)()(
=

1/

22
,

,,














 
 

θ

αθsα

θ

αpx

αps
αθpB

xμd
x

ffτ
ff

R
 

Теорема 6. Для <<<1 qp , 
22

=11






qp
, 1  и 1<<0 s  

D - потенциал Рисса  ,I  является ограниченным из )(, Rs
pB 

 в 

)(, Rs
qB  . Более того, существует такая константа 0>C , что  

`
,,

, s
pBs

qB
fCfI


   

 удовлетворяется для всех )(, Rs
pBf  .  

В первой главе диссертации, в 1.7, доказана следующая 
неравенства, которая является основной для поточечных оценок для 
D - потенциала Рисса )(, xfI  .  

Теорема 7. Пусть 22<<0  , 


 22<1 
 p  и ).(, RpLf   

Тогда для любого Rx  верна следующая оценка  

  ,)( )(|)(| 22
122

,
31, 

 α
pβ

α
α

pβ

αpLαβ xfMfCCxfI    где 

 
 

p

pp
dpC














/1

3 22
224=


  . 

Теорема 8. Пусть 22<<0  . Тогда для любой измеримой 
функции 0f  и 1<<0   верны оценки  

    ,)()(1)()( 1
,4,

θ
α

θ
αβαβθ xfMxfICxfI   

    ,)()()()( 1
,54,

θ
α

θ
αβαβθ xfMxfMCCxfI   

для всех Rx , где 
12

21=
22

4 








dC , 













 21
2=

22
122

5
dC .  

Теорема 9. Пусть  <<0 , 

<<1 p ,  r1 , и 

r
p

pq 






1=1 . Тогда для любого )(, RpLf   и )(,,
R r

p

LfM   

верна следующая оценка  



- 21 - 
 

.)(
1

,,
,/

1

21
,

,
















p

pL

p

rLp

p

p
qL

ffMACCfI


  

Теорема 10. Пусть 22<<0  , )(, RpLf  , 


 22<<1 p . 

Тогда  














 1

,,
,

1
4

,
, ||1)(

pL
qLp

rL
ffIACfI  

и  
,)( 1

,,
,

1
54

,
,
















pL

qLp
rL

ffMACCfI  

где 1,<<0   q<0 , 
pqr
 


1=1 .  

В первой главе диссертации, в 1.8, определен и изучен 
потенциал Бесселя, порожденный оператором Данкля ( D -

потенциала Бесселя). А именно, рассмотрен оператор 22 )(





 DI , 

определенный в образах Данкля как  

.)(1=)( 22122 fFFfDI 







 


  
Показано, что он реализуется в виде интегрального оператора типа 
свертки, порожденной оператором обобщенного сдвига Данкля. 

Следовательно, D -потенциал Бесселя определен следующим 
образом. 

),()())((=))((=)( ,,, ydyfyGxfGxfJ x    R  

 где ядро D -потенциала Бесселя  

,  ,
)

2
(2

)
2
1(

=)( 1/2

2||

0, R





 x
t

dttecxG t
x

t 
 


 

где 21 1))((2=   
c . 

Из определения оператора 22 )(





 DI  следует, что  




ffDIxfJ    ,)(=)( 22
,



  D( R ), 0 , 

т.е. оператор ,J  реализует отрицательные степени оператора 2
DI  . 
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Отметим, что для D -потенциала Бесселя имеет место 
следующее полугрупповое свойство  

0.> 0,>   ,= ,,,  JJJ  

Для D -потенциала Бесселя имеет место следующий аналог 
теоремы Харди-Литтлвуда-Соболева, являющийся основным 
результатом, в котором получены достаточные условия для D - 
потенциала Бесселя ,J , действующего ограниченно из пространства 

)(, RpL  в )(, RqL , <<<1 qp  и из пространства )(, RpL  в 
пространство )(, RpL ,  p1 . 

А именно доказана следующая теорема.  
Теорема 11.  1) Если  p1 , то оператор ,J  ограниченно 

действует из )(, RpL  в )(, RpL . Более того, 

.
,,

,
αpLαpLαβ ffJ   

2) Если 22<<0  , 


 22<<1 p  и 
22

=11






qp
, 

тогда оператор ,J  ограниченно действует из )(, RpL  в )(, RqL . 
Более того,  

.
,

1
,

,
αpLαqLαβ fCfJ   

3) Если 1=p , 
22

=11






q
, тогда оператор  ,J  

ограниченно действует из )(1, RL  в )(, RqWL . Более того, 

.
1,

1
,

,
αLαqWLαβ fCfJ   

4) Если 

 22= p , =q , тогда оператор ,J  ограниченно 

действует из )(, RpL  в )(RL . Более того,  

.
,

2,
αpLLαβ fCfJ 
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5) Если  qp1 , 










qp
112)(2>  , тогда 

оператор ,J  ограниченно действует из )(, RpL  в )(, RqL . Более 
того, 

.
,

1
,

,



pL

qL
fCfJ   

Вторая глава, посвященная весовым оценкам интегральных 
операторов, порожденных оператором Данкля, состоит из четырех 
параграфов. В первом и втором параграфе получены весовые оценки 
для D -максимальных операторов и D -дробно-максимальных 
операторов соответственно. В третьем параграфе доказан аналог 
теоремы Велланда весовых оценок для D - потенциала Рисса.  

Через )(,, RwpL  обозначим множество измеримых на R  
функций f  с конечной нормой  

.<1,)()(|)(|=
1/

;,,,,






  pxdxwxfff

p
p

wpwpL 


RR  

Определение 1. Скажем, что весовая функция  w  принадле-
жит  классу ,pA  для  <<1 p , если 


























  <)()(|),(|)()(|),(|sup
1

1
1

),(

1

),(

1

,

p

α
p

w

rxBααrxBα
rx

yμdywrxByμdywrxB
 

и w  принадлежит классу 1,A , если существует положительная 

постоянная C такая, что для любого Rx  и 0>r   

).(infe)()(|),(|
),(),(

1 ywssCyμdywrxB
rxBy

αrxBα


   

Отметим, что класс ,pA  является аналогом класса Макенхаупта 
и обладает свойствами аналогичные классам Макенхаупта. Следующая 
теорема для D -максимальной функций fM  является аналогом 
теоремы Макенхаупта. 
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            Теорема 12.  1. Если  RLf αw,1,  и 1,Aw , тогда 
 RWLfM αwα ,1,  и   ,

,1,
,1,

,1, αwLαw
αwWLα fCfM   

 где ,1,wC  зависят только от  ,w . 

2. Если  RLf αwp ,,  и ,pAw , <<1 p , тогда 
 RLfM αwpα ,,  и  

,
,,

,,
,, 





wpLwp

wpL fCfM   

 где ,,wpC  зависят только от  , , pw .  
             Из теоремы 12, как приложение, получаем следующее следствие 
об ограниченности метагармонических полугрупп Данкля 

tM  и 

интеграла Пуассона fPt ,  в весовых пространтствах )(,, RwpL :  

Следствие 1. 1. Если  RLf αw,1,  и 1,Aw , тогда для 

каждого   0>t   RWLfPM αwαt
α
t ,1,,,    и  

,||sup||sup
,1,

1

,1,

,
0>

,1,
0> αwL

αwWL
αt

t
αwWL

α
t

t
fCfPCfM   

 где C и 1C  зависят только от  ,w . 

2. Если  RLf αwp ,,  и ,pAw , <<1 p , тогда 

 RLfPM αwpαt
α
t ,,,,    и  

,||sup||sup
,,

2

,,

,
0>

,,
0> 









wpL
wpL

t
t

wpL
t

t
fCfPCfM   

 где C и 2C  зависят только от  , , pw .  
         В главе II, в 2.1, получены ограниченность метагармонической 
полугруппы Данкля  

tM  в весовых пространтствах )(,, RwpL . А также 

для D -потенциала Бесселя fJ  ,  имеет место следующая теорема, 
которая дает интегральное представление через метагармонические 
полугруппы Данкля 

tM  в весовых пространтствах )(,, RwpL :  
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Теорема 13.  Пусть )(,, RwpLf   и ,pAw ,  <1 p . Тогда 

для каждого Rx ,  

.d)(
)(

1=)( 1

0, txfMt
β

xfJ α
t

β
αβ



Γ
                                          (4) 

В силу теоремы 13 из (4) получаем следующий результат.  
Следствие 2.  Пусть )(,, RwpLf   и ,pAw ,  <1 p . Тогда 

для каждого Rx , имеет место следующее равенство:  
0.>),)((=))(( ,, txfJMxfMJ tt 


  

Определение 2. Скажем, что весовая функция w  принадле-
жит классу ,,qpA  для <<1 p ,  <1 q , если  

  <))()(|),((|))()(|),((|sup 1/

),(

11/

),(

1

,

pp

rxB

qq

rxBrx
ydywrxBydywrxB  

и w  принадлежит классу ,1,qA , если существует  положительная 

постоянная C такая, что для  любого Rx  и 0>r   

.)
)(

1e())()(|),((|
),(

1/

),(

1 C
yw

supssydywrxB
rxBy

qq

rxB




     

Отметим, что класс ,,qpA  является аналогом класса 
Макенхаупта-Уидена и обладает свойствами аналогичными классам 
Макенхаупта-Уидена. Следующая теорема для D -дробно-
максимальной функции fM  ,  является аналогом теоремы 
Макенхаупта-Уидена.  

Теорема 14.  1. Пусть 22<<0  , 






22

22=q   и 

)(1, RαAw . Тогда имеет место следующее неравенство  

,)( )(|)(|)( )(
>))((, : 

q
q

xfwMx
xdxwxfCxdxw 




  





  




RR
 

где постоянная C не зависит от f  и 0.>  
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2. Пусть 22<<0  , 


 22<<1 p , 
22

=11






qp
, 

)(
,1
R


p
qAw



 , 

1
=




p
pp , )(,, RwpLf  . Тогда имеет место 

следующее неравенство 

  p
α

pq
α

qβ
αβ xμdxwxfCxμdxwxfwM

11

, )()(|)(|)()())(( 










  RR

 

где постоянная C не зависит от f . 
В главе II, в 2.3, с помощью аналога теоремы Велланда 

получены весовые оценки для D -потенциала Рисса.  
Теорема 15. Положим, что 


 22<<1 p , 

22
1=1







pq
. Тогда 

неравенство  

ppqq
xdxwxfcxdxwxfwI

11

, )()(|)(|)()())(( 










  


 

RR
 

 справедливо для всех )(,, RwpLf   с постоянной 0>c , не зависящей 
от f  тогда и только тогда если  

.1=),(, p
qAw


  R  

В  2.4 второй главы установлены два неравенства типа Стейна-
Вейса для D - потенциала Рисса fI  ,  и получены необходимые и 

достаточные условия на параметры для ограниченности  ,I  из 
пространства )(

,||,
R

xp
L  в )(

,||,
R

xq
L ,  <<1 qp , и из 

пространства )(
,||1,

R
x

L  в слабое пространство )(
,||,
R

xq
WL , 

<<1 q . В предельном случае 22= ,= 


QQp  доказано, что 

модифицированный D -потенциал Рисса  ,
~I  ограничен из 

пространства )(
,||,

R
xp

L  в весовое BMO пространство )(
,||
R

x
BMO . 

Как применение, получена ограниченность оператора  ,I  из D -



- 27 - 
 

пространства Бесова )(,, Rs
pB   в )(,, Rs

qB   , <<<1 qp , 

Qqp )/(=1/1/   , 1  и 1<<0 s . 
Теорема 16.  Пусть Q<<0  ,  <1 qp , pQ /<      

( 0 , если 1=p ), qQ/<  ( 0 , если =q ), 0     
( 0>  , если qp = ). 
     1) Если )/(<<1  Qp , тогда условие Qqp )/(=1/1/    
является необходимым и достаточным для ограниченности оператора 

 ,I  из )(
,||,
R

xp
L  в )(

,||,
R

xq
L . 

2) Если 1=p , тогда условие Qq )/(=1/1    является 
необходимым и достаточным для ограниченности оператора  ,I  из 

)(
,||1,
R

x
L  в )(

,||,
R

xq
WL . 

3) Если )/(=<1  Qp , тогда оператор  ,
~I  ограничен 

из )(
,||,
R

xp
L  в )(

,||
R

x
BMO . 

В теореме 16 взяв qp = , 0=  или qp = , 0=  получим 
следующее  

Следствие 3.  1) Пусть pQ/<<0  , <<1 p , тогда  ,I  

ограничен из )(, RpL  в )(
,||,
R

xp
L . 

2) Пусть pQ /<<0  , <<1 p , тогда  ,I  ограничен из 

)(
,||,
R

xp
L  в )(, RpL .  

Третья глава, посвященная Морри оценкам интегральных 
операторов, порожденных оператором Данкля, состоит из пяти 
параграфов. В первом параграфе главы III изучены некоторые вложения 
между D - Морри пространствами и  модифицированными D - Морри 
пространствами. 

Определение 3. Пусть  <1 p , 220    и }{1,min=][ 1 tt , 

0>t . Обозначим через )(,, RpL  пространство Морри (  D -Морри 

пространство) и через )(,,
~

RpL  модифицированное пространство 
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Морри (  модифицированное  D -Морри пространство), порожден-
ный оператором Данкля, как множество локально интегрируемых 
функций )(xf , ,Rx  с конечной нормой  

,)()(||sup:=
1/

)(0,0>,,,

p

α
p

xtB

λ

txαλpL yμdyfτtf 




 

R
  

p

α
p

xtB

λ

txαλpL yμdyfτtf
1/

)(0,1
0>,,,

)()(||][sup:=~ 




 

R
, 

 соответственно.  
Лемма 11. Пусть  <1 p , 220   . Тогда  

),()(=)( ,,,,,
~

RRR  ppp LLL   
 и  

.,4max,max
,,,,,,,,

~

















αpLαλpLαλpLαpLαλpL
fffff  

В D -Морри пространствах и модифицированных D -Морри 
пространствах верны следующие вложения.  

Лемма 12. Пусть 22<0    и   22<0 . Тогда 
для 


  22=p   

      )()( ,21,2,, RR   LL p
  и   ,

,,

1/

,21,2 αλpL
p

α
αβαL

fbf 


  

 где 1=1/1/ pp  .  
Лемма 13. Пусть 22<0    и   22<0 . Тогда 

для 





 2222 


 p   

)()( ,21,2,,
~

RR   LL p 
  и  .

,,
1/

,21,2
~

αλpL
p

α
αβαL

fbf 


  

Определение 4. Пусть  <1 p , 220   . Обозначим 

через )(,, RpWL  слабое D -Морри пространство и через )(,,

~

RpLW  

слабое  модифицированное D -Морри пространство, как множества 
локально интегрируемых функций )( xf , Rx  с конечной нормой, 
соответственно  

   ,>)(||:)(0,supsup:= 1/

0>,0>,,

p
xα

λ

txrαλpWL
ryfτtByμtrf 

R
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     .>)(||:)(0,][supsup:= 1/
1

0>,0>,,
~

p
xα

λ

txrαλpLW
ryfτtByμtrf 

R
 

Заметим, также  
),(=)()( ,0,,0,

~

, RRR  ppp WLLWWL


   

.4=
,,0,,0,

~
 pWLpWLpLW

fff    

             )()( ,,,

~

RR  pp WLLW


   и   ,
,,,

~
 pLWpWL

ff   

             )()( ,,,,

~

RR  pp WLLW


   и   .
,,,,

~
 pLWpWL

ff   

В третьей главе, в 3.2, получена ограниченность D -дробно-
максимального оператора в D - Морри пространствах.  

Предложение 1. Пусть 22<0    и   22<0 . 
Тогда оператор  ,M  ограничен из )(,, RpL  в )(RL  для 


  22=p . 

Кроме того,  

.=
,,

1
22

,21,2

1
22

,
αλpL

pα
β

α
αβαL

α
β

αLαβ fbfbfM










  

Следующая теорема является основным результатом параграфа 
3.2, в котором получены необходимые и достаточные условия для 
дробно-максимального оператора  ,M  типа Данкля об ограниченности 
из пространства )(,, RpL  в )(,, RqL , <<<1 qp  и из пространства 

)(,1, RL  в слабое пространство )(,, RqWL , <<1 q . 
Теорема 17.  Пусть 22<0   , 22<0    и 


 


221 p . 

1)  Если 1=p , тогда условие 






22

=11
q

 является 

необходимым и достаточным для ограниченности  ,M  из )(,1, RL  в 
)(,, RqWL . 
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2)  Если 


  22<<1 p , тогда условие 






22

=11
qp

 

является необходимым и достаточным для ограниченности  ,M  из 
)(,, RpL  в )(,, RqL . 

3)  Если 


  22=p , тогда  ,M  является ограниченным 

из )(,, RpL  в )(RL .  

В третьей главе, в 3.3, получена ограниченность D -дробно-
максимального оператора в  модифицированных D -Морри 
пространствах. 

Предложение 2. ,<1  p  22<0   ,   22<0 . 

Тогда оператор  ,M  ограничен из )(,,
~

RpL  в )(RL  для 





 2222 


 p . Кроме того,  

       .=
,,

1
22

,21,2

1
22

,
~~









 pL
p

LL
fbfbfM










  

             Теорема 18. Пусть 22<0   ,  <1 p  и )(,,
~

RpLf  . 

1)  Если <<1 p , то )(,,
~

R pLfM   и  
,

,,
,,

,,
~~




 pLp
pL fCfM   

 где постоянная  ,,pC  зависит только от p,   и  . 

2)  Если 1=p , то )(,1,
~

R LWfM   и  
,

,1,
,

,1,
~~




 LLW fCfM   

 где постоянная  ,C  зависит только от   и  . 
Следующая теорема является основным результатом параграфа 

3.3, в котором получены необходимые и достаточные условия дробно-
максимального оператора  ,M  типа Данкля для ограниченности из 

пространства )(,,
~

RpL  в )(,,
~

RqL , <<<1 qp  и из пространства 

)(,1,
~

RL  в слабое пространство )(,,
~

RqLW , <<1 q . 
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             Теорема 19. Пусть 22<0   , 22<0   , 


 


221 p  и )(,,

~
RpLf  . 

1)  Если 


  22<<1 p , тогда условие 









 22
11

22 qp
 

является необходимым и достаточным для ограниченности  ,M  из 

)(,,
~

RpL  в )(,,
~

RqL . 
2)  Если 1=p , тогда условие 










 22
11

22 q
, является 

необходимым и достаточным для ограниченности  ,M  из )(,1,
~

RL  

в )(,,
~

RqLW . 

3)  Если 





 2222 


 p , тогда  ,M  является ограниченным 

из )(,,
~

RpL  в )(RL .  
Следующая теорема является основным результатом параграфа 

3.4, в котором получены необходимые и достаточные условия для D -
потенциала Рисса  ,I  из пространства )(,, RpL  в )(,, RqL , 

<<<1 qp  и из пространства )(,1, RL  в слабое пространство 

)(,, RqWL , <<1 q .  

Теорема 20. Пусть 22<<0  , 22<0    и 


 


221 p . 

1)  Если 1=p , тогда условие 






22

=11
q

 является 

необходимым и достаточным для ограниченности  ,I  из )(,1, RL  в 

)(,, RqWL . 

2)  Если 


  22<<1 p , тогда условие 






22

=11
qp

  

является необходимым и достаточным для ограниченности  
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 ,I  из )(,, RpL  в )(,, RqL . 

3)  Если 


  22=p , тогда   ,
~I  является ограниченным 

из )(,, RpL  в )(RBMO .  
Следующая теорема является основным результатом параграфа 

3.5, в котором получены необходимые и достаточные условия для D -

потенциала Рисса ,I  из пространства )(,,
~

RpL  в )(,,
~

RqL , 

<<<1 qp  и из пространства )(,1,
~

RL  в слабое пространство 

)(,,
~

RαλqLW , <<1 q . 
Теорема 21. Пусть 22<<0  , 22<0    и 


 


221 p . 

1)  Если 1=p , тогда условие 









 22
11

22 q
 

является необходимым и достаточным для ограниченности  ,I  из 

)(,1,
~

RL  в )(,,
~

RqLW . 

2)  Если 


 22<<1 p , тогда условие 









 22
11

22 qp
 

является необходимым и достаточным для ограниченности  ,I  из 

)(,,
~

RpL  в )(,,
~

RqL . 

3)  Если 





 2222 


 p , то  ,
~I  является 

ограниченным из )(,,
~

RpL  в )(RBMO .  
Четвертая глава, посвященная Морри оценкам интегральных 

операторов, определенных на группе Гейзенберга, состоит из семи 
параграфов. В первом параграфе изложены элементы гармонического 
анализа и функционального пространства на группе Гейзенберга. 
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Пусть nH  12 n -мерная группа Гейзенберга RCH nn = , с 
произведением  

 )),(2,(=),(),( wzImstwzswtz   

 где jj
n

j
wzwz 

1=
= . Обратный элемент от ),(= tzu  определяется 

как ),(=1 tzu    в nH . Определим однопараметрическую дилатацию 

на nH  для 0>r , при ),(=),( 2trrztzr . Эта дилатация является 
группой автоморфизмов и 22= nQ  является однородной 

размерностью в nH . Однородная норма nH  задается по  
                           .|)||(||=),(| 1/22 tztz    
 С этой нормой определим шар Гейзенберга с центром в  ),(= tzu ,  с 

радиусом r  при  }|<:|{=),( 1 rvuvruB n H   и обозначим через  

}|<| : {=)(0,= rvvrBB n
r H  открытый шар с радиусом r  и центром 

в  12,0)(0,=0  nR , являющийся единичным элементом на группе 

Гейзенберга nH . Объем шара ),( ruB  равен Q
QrC , где QC  объем шара 

1B . 

             Применим  координаты ),(=),(= tiyxtzu   для точек в nH . 

Левоинвариантные  векторные поля jX , jY  и T  на nH  равен 
jx

 , 
jy

  

и 
t
  задаются соответственно следующим образом  

.=  ,2=  ,2=
t

T
t

x
y

Y
t

y
x

X j
j

jj
j

j 














 

 Эти 12 n  векторные поля являются базисом для алгебр Ли в nH  с 
соотношением коммутации TXY jj 4=],[   для nj 1,...,= , и все другие 

коммутаторы равны 0 . Определим Лебеговы пространства на nH   

.<1  ,<)(|)(|=:=)(
1/















  pudVufffLL

p
p

np
n

pp H
H  
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 Если =p ,      }.|<)(|sup=:{=)( 


 ufessffL
nu

n

H

H  

         Отметим, что мера Лебега dzdtudV =)(  является мерой Хаара на 
nH . Слабое pL  пространство )( n

pWL H ,  <1 p  определяется как 
множество локально интегрируемых функций f  с конечной нормой                                  

  .|>)(| : sup=
1/

0>

pn

rpWL
rufurf H

 
 

Определение 5. Пусть  <1 p , Q 0 , }{1,min=][ 1 tt . 

Обозначим через )(,
n

pL H  пространство Морри и через )(,
~

n
pL H  

модифицированное пространство Морри, т.е. множество локально 
интегрируемых функций )(uf , nu H  с конечной нормой  

 

 
p

p

tuB

λ

tnu
λpL

vdVvftf
1/

),(1
0>,

,
)(|)(|][sup=~ 




 

H

, 

соответственно.  
Определение 6. Пусть  <1 p , Q 0 . Обозначим через 

)(,
n

pWL H  слабое пространство Морри и через )(,
~

n
pLW H  слабое 

модифицированное  пространство  Морри , пространства  локально 
суммируемых функций )(uf , nu H  с конечной нормой  

  ,}|>)(|:),({supsup= 1/

0>,0>,

pλ

tnurλpWL
rvftuBvtrf 

H

 

  p

tnurpLW rvftuBvtrf
1/

1
0>,0>,

}|>)(|:),({][supsup=~ 






H

, 

соответственно.  
В  4.2 четвертой главы изучен дробно-максимальный оператор 

на группе Гейзенберга в пространствах Морри. 
В пространствах Морри )(,

n
pL H  верно следующее вложение.  

,)(|)(|sup=
1/

),(
0>,,

p
p

tuB
tnupL vdVvftf 





 





 H
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Лемма 14.  Пусть Q<0   и    Q<0 . Тогда для 


Qp =   

 )()( 1,,
n

Q
n

p LL HH     и  ,
,

1/

1, λpL
p

n
βQL

fvf 


  

 где 1=1/1/ pp  .  
Пусть функция )(l

1
nocLf H , т.е. интегрируема на любом шаре 

nruB H),( . Дробно-максимальная функция fM 
, Q<0   от f  

определяется следующим образом  

),(|)(||),(|sup=)(
),(

1

0>
vdVvfruBufM

ruB

Q
β

r
β 



 

где )(vdV  мера Хаара на nH . Дробно-максимальная функция fM  

совпадает для 0=  с максимальной функцией Харди-Литтлвуда 

fMMf 0 . Дробно-максимальный оператор 
M  играет важную роль 

в действительном и гармоническом анализе. 
Обозначим  

  .  ),(||:=)(
1/

,
npp

p uufMufM H
 

 В случае 0= , обозначим fMp,0  через fMp . Заметим, что 
MffM =1 . 
Лемма 15.  Пусть  <1 p , Q<0   и )(,

n
QpLf H . 

Тогда )(,
n

p LfM H  и верно следующие равенство  

.=
,

11)(

,









 QpL
pQ

nLp fvfM  

Следующая теорема является основным результатом параграфа 
4.2, в котором получены необходимые и достаточные условия для 
дробно-максимального оператора 

M  об ограниченности из 

пространства )(,
n

pL H  в )(,
n

qL H , <<<1 qp  и из пространства 

)(1,
nL H  в слабое пространство )(,

n
qWL H , <<1 q .  
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            Теорема 22.  Пусть Q<0  ,   Q<0  и  




Qp1 . 

1) Если 


Qp <<1 , то равенство 






Qqp

=11  

является необходимым и достаточным условием для ограниченности 
оператора 

M  из )(,
n

pL H  в )(,
n

qL H . 

2) Если 

Qp <1= , то равенство 






Qq

=11  

является необходимым и достаточным условием для ограниченности 
оператора 

M  из )(1,
nL H  в )(,

n
qWL H . 

3) Если 

Qp = , тогда оператор 

M  ограничен из 

)(,
n

pL H  в )( nL H .  
В 4.3 четвертой главы изучен дробно-максимальный оператор 

на группе Гейзенберга в модифицированных пространствах Морри.  
Теорема 23. 1. Если )(1,

~
nLf H , Q<0  , тогда  

)(1,
~

nLWMf H  и  ,
1,1,1,

~~
 LLW fCMf   

 где 1,C  зависит только от  . 

          2. Если )(,
~

n
pLf H , <<1 p , Q<0  , тогда     

)(,
~

n
pLMf H   и   ,

,,,
~~

 pLppL fCMf   

 где ,pC  зависит только от p и  .  
Доказана  
Лемма 16.  Пусть  <1 p , Q 0 . Тогда  

          )()(=)( ,,
~

n
p

n
p

n
p LLL HHH    и     .,max=

,,
~









pLλpLλpL
fff  

 Для модифицированного пространства Морри )(,
~

n
pL H  имеет 

место следующее вложение.  
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Лемма 17.  Пусть Q<0   и   Q<0 . Тогда для 


 QpQ


   

)()( 1,,
~

n
Q

n
p LL HH  

 и  .
,

1/

1,
~

λpL
p

n
βQL

fvf 


  

Лемма 18.  Пусть  <1 p , Q<0   и )(,
~

n
QpLf H . 

Тогда )(,
n

p LfM H
 и верно следующее равенство  

.=
,

1
1

,
~

βQpL
pQ

β

nLβp fvfM













 

А также получена теорема об ограниченности дробно-
максимального оператора в модифицированном пространстве Морри на 
группе Гейзенберга.  

Теорема 24. Пусть Q<0  ,   Q<0   и 




Qp1 . 

1) Если 

Qp <1= , тогда условие 






QqQ

11  

является необходимым и достаточным для ограниченности оператора 

M  из )(1,
~

nL H  в )(,
~

n
qLW H . 

2) Если 




Qp <1 , тогд а условие 






QqpQ

11  

является необходимым и достаточным для ограниченности оператора 

M  из )(,
~

n
pL H  в )(,

~
n

qL H . 
3) Если 


 QpQ


 , тогда 

M  является ограниченным 

из )(,
~

n
pL H  в )( nL H .  

В 4.4 четвертой главы доказан следующий аналог теоремы 
Адамса для дробного интеграла 

I  в пространстве Морри на группе 
Гейзенберга.  

Теорема 25. Пусть Q<0  ,   Q<0  и  




Qp1 . 
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1) Если 

Qp <<1 , то равенство 






Qqp

=11   

является необходимым и достаточным для ограниченности 
оператора 

I  из )(,
n

pL H  в )(,
n

qL H . 

2) Если 

Qp <1= , то равенство 






Qq

=11  

является необходимым и достаточным для ограниченности оператора 

I  из )(1,
nL H  в )(,

n
qWL H .  

В следующей теореме получено условие ограниченности 
оператора I~  из пространства )(,

n
pL H  в пространство )( nBMO H . 

          Теорема 26. Пусть Q<0  ,   Q<0 , и 

Qp = , 

тогда оператор 
I~  ограничен из )(,

n
pL H  в )( nBMO H .  

В 4.5 четвертой главы доказан следующий аналог теоремы 
Адамса для дробного интеграла 

I  в модифицированном пространстве 
Морри на группе Гейзенберга.  

 
           Теорема 27. Пусть Q<0  ,   Q<0  и  





Qp1 . 

1) Если 





Qp <1 , тогда условие 






QqpQ

11  является 

необходимым и достаточным для ограниченности оператора 
I  из 

)(,
~

n
pL H  в )(,

~
n

qL H . 

2) Если 

Qp <1= , тогда условие 






QqQ

11  является 

необходимым и достаточным для ограниченности оператора 
I  из 

)(1,
~

nL H  в  )(,
~

n
qLW H .  

В следующей теореме получено условие ограниченности 
оператора 

I~  из пространства )(,
~

n
pL H  в пространство )( nBMO H . 
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          Теорема 28. Пусть Q<0  ,   Q<0  и 


 QpQ


 , 

тогда оператор I~  ограничен из )(,
~

n
pL H  в )( nBMO H .  

Теорема 29. (Вложение Соболева-Стейна на модифициро-
ванном пространстве Морри).  Пусть Q<0  , Qp <<1  и 




QqpQ
1111 . Тогда существует положительная постоянная C  

такая, что  

,
,,

~~
 pLqL uCu L   для каждого  ).(0

nCu H  

Пространства Бесова )( ns
pB H  на множестве групп Ли были 

изучены многими авторами. В следующей теореме мы доказываем 
ограниченность оператора I  в модифицированных пространствах 

Бесова-Морри на nH   





































 


 <
||

)()(
=:=)(

1

,

,
,

~ ~

~
,

~

θ

θsQ

θ

λpL
nλpLLB

n
λθp

s dx
x

fxf
fffLB

λθp
s

H
H , 

где  ,1 p  и 1<<0 s . 
          Теорема 30. Пусть Q<0  ,   Q<0  и 





Qp1 . 

Если 






QqpQ

11 , 1  и 1<<0 s , тогда оператор 
I  

ограничен из пространства )(,

~
n

p
sLB H  в )(,

~
n

q
sLB H .  

Из теоремы 30 получим следующее неравенство - вложение 
Соболева-Стейна на модифицированных пространствах Бесов-Морри.  

Теорема 31. Пусть 1<0  Q , Qp <<1 , 1  и 
1<<0 s . Тогда существует положительная постоянная C  такая, что  

 ,

~

,

~

p
s

q
s LBLB uCu L  для каждого )(0

nCu H , 

где  )1/(1/1/1/  QqpQ .  
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Решение задачи Дирихле для Кон-Лапласиана на nH  
принадлежит Джерисону. В частности, из наших результатов следуют 
априорные оценки для уравнения суб-Лапласиана gf =L .  

В параграфе 4.6 найдены достаточные условия для 
ограниченности дробно-максимального оператора в обобщенных 
пространствах Морри на группе Гейзенберга. 

Определение 7. Пусть  <1 p . Обобщенное пространство 
Морри )(,

n
pM H  определим как множество всех функций )( nloc

pLf H  с 
конечной нормой  

  .,sup=
)),((

1

0>,, rgBpL
p
Q

rnupM
frgrf 






 H

 

Теорема 32. Пусть  <1 p , 
p
Q

 0 , 
Qpq



11 , и ),( 21   

удовлетворяют условию  

),(
),(inf

2
1

1

rgCd
ssgess

r q
Q

p
Q

s 




 






,                                        (5) 

где C  не зависит от g  и r . Тогда оператор 
M  ограничен из 

)(
1,

n
pM H  в )(

2,
n

qM H  для 1>p  и из )(
11,

nM H  в )(
2,

n
qWM H  для 

1=p . 
      В параграфе 4.7 получена следующая 
          Теорема 33. Пусть  <1 p , 

p
Q

 0 , 
Qpq



11 , и ),( 21   

удовлетворяют условию (5). Тогда оператор 
I  ограничен из 

)(
1,

n
pM H  в )(

2,
n

qM H  для 1>p  и из )(
11,

nM H  в )(
2,

n
qWM H  для 

1=p .  
Следующий результат является аналогом теоремы Адамса для 

дробного интеграла на группе Гейзенберга в обобщенных 
пространствах Морри.  



- 41 - 
 

Теорема 34.  Пусть  <1 p , 
p
Q

 0 , pq>  и пусть ),( rg  

удовлетворяет условию  
),(),(infsup rgφCssgφesst Q

st

Q

tr






                                        (6)
 (6) 

 и  

pq
p

r

p Crdg 










1

),( ,                                  (7) 

 где C  не зависит от ng H  и 0>r . 

Тогда оператор I  ограничен из )(, /1
n

ppM H
  в )(, /1

n
qqM H

  

для 1>p  и из )(1,
nM H  в слабое пространство )(, /1

n
qqWM H

 .  

Из Теоремы 33 можно получить неравенство, расширяющее 
классическую теорему вложения Соболева на группе Гейзенберга. 

Теорема 35. (Вложение Соболева-Стейна на обобщенных 
пространствах Морри).  Пусть <<1 p , 

Qpq
11=1  , и ),( 21   

удовлетворяют условию (5). Тогда  
 ,

1,2,  pMqM
uu LC   для каждого ).(0

nCu H  

Аналогично из Теоремы 34 получим следующую теорему.  
Теорема 36. (Вложение Соболева-Стейна на обобщенных 

пространствах Морри).  Пусть <<1 p , 
Qpq
11=1

 , и  

удовлетворяет  условиям (6) и (7). Тогда  
 ,

/1,/1, ppMqq
M

uu


LC   для каждого ).(0
nCu H  

В следующей теореме доказываем ограниченность 
I  в 

обобщенных пространствах Бесова-Морри на nH   


































 


 <
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dg

g

fgf
fffBM

sQ
pM

nMs
pBM

ns
p

p H
H , (8) 
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 где  ,1 p  и 1<<0 s . 

        Теорема 37. Пусть <<1 p , 
p

Q
 0 , 

Qpq



11 , и ),( 21   

удовлетворяют условию (5). Если 1  и 1<<0 s , тогда 
оператор 

I  ограничен из пространства )(
1,

ns
pBM H  в )(

2,
ns

qBM H .  

         Теорема 38. Пусть <<1 p , 
p
Q

 0 , 
Qpq



11 , и   

удовлетворяет условиям (6) и (7). Если  1  и 1<<0 s , тогда 
оператор I  ограничен из пространства )(/1,

n
pp

sBM H


 в 

 ns
qφθq

BM Η/1, .  

Из Теоремы 37, 38 получим следующее вложение Соболева-
Стейна на обобщенных пространствах Бесова-Морри.  

          Теорема 39. Пусть <<1 p , 
Qpq
11=1

 , ),( 21   

удовлетворяют условию (5),  1  и 1<<0 s . Тогда  

,
1,2,

s
pBMs

qBM
uu


LC   для каждого ).(0

nCu H  

           Теорема 40.  Пусть <<1 p , 
Qpq
11=1  ,   удовлетворяет 

условиям (6) и (7), 1  и 1<<0 s . Тогда  
,

/1,/1,
s

pp
BMs

qq
BM

uCu


L  для каждого ).(0
nCu H  
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DANKL OPERATORU İLƏ BAĞLI VƏ HEYZENBERQ QRUPUNDA 
FUNKSİYALAR FƏZASINDA İNTEQRAL OPERATORLAR 

 
XÜLASƏ 

Dissertasiya işi Dankl diferensial-fərq operatoru ilə bağlı və 
Heyzenberq qrupunda təyin olunmuş kəsr maksimal və kəsr inteqral 
operatorların funksional fəzalarda məhdudluğunun tədqiqinə həsr 
olunmuşdur. 
        Dissertasiyada aşağıdakı əsas nəticələr alınmışdır: 
1. İlk dəfə həqiqi oхdа Dankl diferensial-fərq operatoru ilə bağlı kəsr 
maksimal, Puasson, Riss potensial və Bessel potensial operatorları daxil 
edilmiş və bu operatorların uyğun Lebeq fəzasında məhdudluğu isbat 
edilmişdir. 
2. Dankl diferensial-fərq operatoru ilə bağlı kəsr maksimal operatorun uyğun 
çəkili Lebeq fəzasında məhdudluğu tədqiq edilmişdir. Bundan başqa, Dankl-
Riss potensialı üçün Velland teoreminin analoqu isbat olunmuşdur.  
3. Dankl-Riss potensialı üçün Steyn-Veys tipli iki bərabərsizlik isbat edilmiş 
və parametrlərin müəyyən aralığında və çəki funksiyasi qüvvət funksiyası 
olan halda Dankl-Riss potensialının çəkili Lebeq fəzasında məhdudluğu üçün 
zəruri və kafi şərt tapılmışdır.  
4. Dankl operatoru ilə bağlı kəsr maksimal və Riss potensial operatorlarının 
Morri fəzasında məhdudluğu üçün zəruri və kafi şərt alınmışdır. 
5. Dankl operatoru ilə bağlı kəsr maksimal və Riss potensial operatorlarının 
modifə edilmiş Morri fəzasında məhdudluğu üçün zəruri və kafi şərt 
alınmışdır. 
6. Heyzenberq qrupunda təyin olunmuş kəsr maksimal və kəsr inteqral 
operatorların modifə edilmiş Morri və ümumiləşmiş Morri fəzalarında 
məhdudluğu isbat olunmuşdur. 
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INTEGRAL OPERATORS CONNECTED WITH DUNKL 
OPERATOR AND DETERMINED IN HEISENBERG GROUP IN 

FUNCTIONAL SPACES 
 

ABSTRACT 
 The dissertation work is devoted to investigation of boundedness of 
fractional maximal and fractional integral operators connected with Dunkl 
difference-differential operator and determined in Heisenberg group in 
functional spaces. 
 The following results were obtained: 
1.The boundedness of fractional maximal, Poisson, Riesz potential and 
Bessel potential operators connected with Dunkl difference-differential 
operator in a real axis in appropriate Lebesque spaces is proved. 
2.The boundedness of a fractional maximal operator connected with Dunkl 
difference-differential operator in appropriate weight Lebesque space was 
studied. Furthermore, the analogue of Velland theorem for Dunkl-Riesz 
potential was proved. 
3.Stein-Weiss type two inequalities for Dunkl-Riesz type potential were 
proved, necessary and sufficient condition for boundedness of Dunkl-Riesz 
potential in weight Lebesgue space when the parameter is in a certain 
interval and when the weight function is a power function, was found. 
4.Necessary and sufficient condition for boundedness of fractional maximal 
and Riesz potential operators connected with Dunkl operator in Morrey 
spaces was obtained. 
5.Necessary and sufficient condition for boundedness of fractional maximal 
and Riesz potentials connected with Dunkl operator in modified Morrey 
spaces was obtained. 
6.The boundedness of fractional maximal and fractional integral operators 
determined in Heisenberg group in modified Morrey and generalized Morrey 
spaces was proved. 
 


