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İŞİN ÜMUMİ XARAKTERİSTİKASI  
 

Mövzunun aktuallığı. Müasir riyaziyyatın əsas nəzəriyyələrindən 
biri optimal idarəetmənin riyazi nəzəriyyəsidir. Bu nəzəriyyə müxtəlif idarə 
olunan sistemlər üçün optimal idarəetmə məsələlərinin qoyuluşunun 
korrektliyinin öyrənilməsi, optimallıq şərtlərinin çıxarılması və baxılan 
məsələlərin təqribi həlli üçün ədədi üsulların hazırlanması ilə məşğul olur.  

Hazırda adi diferensial tənliklərlə təsvir olunan toplanmış parametrli 
idarə olunan sistemlər üçün yuxarıda göstərilən məsələlər kifayət qədər tam 
tədqiq olunmuşdur. Lakin, xüsusi törəməli tənliklərlə təsvir olunan 
paylanmış parametrli idarə olunan sistemlər üçün çox sayda optimal 
idarəetmə məsələləri var ki, onlar üçün yuxarıda göstərilən problemlər 
nisbətən az tədqiq olunmuşdur. Parabolik tip tənliklərlə təsvir olunan 
sistemlər üçün optimal idarəetmə məsələləri paylanmış parametrli sis-
temlərlə optimal idarəetmə nəzəriyyəsində xüsusi yer tutur. İstilikkeçirmə, 
diffuziya, süzülmə və s. kimi idarə olunan prosesləri öyrənərkən parabolik 
tənliklər üçün müxtəlif optimal idarəetmə məsələləri yaranır. Klassik 
sərhəd şərtli parabolik tənliklər üçün optimal idarəetmə məsələləri 
V.İ.Aqoşkov, A.Q.Butkovskiy, A.D.İsgəndərov,  İ.N.Qoliçev, J.-L.Lions, 
F.B.Lubışev, M.Mateos, A.A.Niftiev, D.A.Nomirovski, M.M.Novojenov, 
V.İ.Plotnikov, S.Y.Serovayski, M.İ.Sumin, V.İ.Sumin,  R.Q.Tağıyev, 
F.P.Vasilyev, V.N.Vasilyeva, A.İ.Yeqorov, E.Gasus,  R.J.Hew,   J.P.Ray-
mond,  J.Sokolovski,  G.Wang, H.Zidani, T.Zolezzi və başqalarının işlə-
rində geniş tədqiq olunmuşdur.  

Məlumdur ki,fizikanın,biologiyanın və başqa sahələrin bəzi məsə-
lələri qeyri-lokal şərtli parabolik tip tənliklərlə təsvir olunur. O.Y.Da-
nilkinanın, M.İ.İonkinın, N.İ.İvançovun, L.İ.Kamıninin, A.İ.Kojanovun, 
Ye.İ.Moiseyevin, L.A.Muraveyin, L.S.Pulkinanın, A.A.Samarskinin və 
başqalarının işlərində qeyri-lokal sərhəd şərtli parabolik tənliklər üçün 
sərhəd məsələləri öyrənilmişdir. Qeyri-lokal sərhəd şərtli parabolik tip 
tənliklər içərisində inteqral sərhəd şərtli məsələlər xüsusi yer tutur. Hal-
hazırda inteqral sərhəd şərtli parabolik tənliklər üçün optimal idarəetmə 
məsələləri az öyrənilmişdir. 

Optimal idarəetmə məsələlərinin təqribi həlli üçün onların sonlu 
ölçülü approksimasiyaları olmadan ədədi usullar işləyib hazırlamaq praktik 
olaraq mümkün deyil. Belə effektiv approksimasiyalardan biri fərqlər 
approksimasiyasıdır. R.A.Qasımov, S.Q.Labuzov, F.V.Lubışev,  M.M.Po-
tapov, R.Q.Tağıyev  və  başqalarının işlərində klassik sərhəd şərtli parabo-
lik tənliklər üçün optimal idarəetmə məsələlərinin fərqlər approk-
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simasiyalarının yığılması öyrənilmişdir. Lakin bu problemlər inteqral 
sərhəd şərtli parabolik tənliklər üçün optimal idarəetmə məsələlərində 
nəzərə çarpacaq dərəcədə zəif tədqiq olunmuşdur. 

Tərs məsələlərin həlli üçün optimal idarəetmə nəzəriyyəsinin 
üsullarından istifadə etmə ideyası A.N.Tixonov tərəfindən təklif edilmişdir. 
Xüsusi törəməli tənliklər üçün tərs məsələlər variasional şəkildə, yəni 
uyğun sistemlər üçün optmial idarəetmə məsələləri kimi də qoyula bilər. 
V.M.Abdullayevin,O.A.Alifanovun, K.R.Ayda-zadənin,A.D.İsgəndərovun,  
S.İ.Kabanixinin, H.F.Quliyevin R.Q.Tağıyevin, Q.Y.Yaqubovun və 
başqalarının işlərində xususi törəməli tənliklər üçün idarəetmə tipli tərs 
məsələlər tədqiq olunmuşdur. Lakin parabolik tənliklər üçün əlavə inteqral 
şərtli idarəetmə tipli tərs məsələlər az öyrənilmidir. 
           Təqdim olunan dissertasiya işi inteqral sərhəd şərtli parabolik 
tənliklər üçün optimal idarəetmə məsələlərinin tədqiqinə, onların fərqlər 
approksimasiyalarının yiğılmasına və parabolik tənlik üçün  ikinci növ 
əlavə inteqral şərtli idarəetmə tipli bəzi tərs məsələlərin öyrənilməsinə həsr 
olunmuşdur.Yuxarıda deyilənləri nəzərə alaraq hesab etmək olar ki, 
dissertasiya işinin mövzusu aktualdır.    

İşin məqsədi. İnteqral sərhəd şərtli parabolik tənliklər üçün optimal 
idarəetmə məsələlərinin qoyuluşunun korrektliyini araşdırmaq, optimallıq 
şərtlərini çıxarmaq, baxılan optimal idarəetmə məsələləri üçün sonlu fərqlər 
usulunun yığılmasını öyrənmək və parabolik tənliklər üçün ikinci növ əlavə 
inteqral şərtli idarəetmə tipli tərs məsələləri araşdırmaqdır. 

Tədqiqatın ümumi metodikası. Dissertasiya işində optimal ida-
rəetmənin riyazi nəzəriyyəsinin, xüsusi törəməli diferensial tənliklər 
nəzəriyyəsinin, funksional analizin, fərq sxemləri nəzəriyyəsinin və korrekt 
olmayan məsələlər nəzəriyyəsinin üsulları tətbiq olunmuşdur. 

Elmi yeniliklər 
-inteqral sərhəd şərtli parabolik tənliklər üçün optimal idarəetmə 

məsələlərinin qoyuluşunun korrektliyi tədqiq edilmişdir; 
-məqsəd funksionallarının diferensiallanması isbat edilmiş və onların 

qradiyentləri üçün ifadələr tapılmışdır; 
-variasiya bərabərsizliyi tipli optimallıq şərtləri çixarılmışdır; 
-baxılan optimal idarəetmə məsələləri üçün fərqlər üsulunun yığıl-

ması öyrənilmiş, fərqlər approksimasiyalarının vəziyyətə və funksionala 
görə yığılma sürəti üçün qimətləndirmələr alınmışdır; 

-fərqlər approksimasiyasının idarəediciyə görə zəif yığılması isbat 
edilmiş, onların requlyarlaşdırılması prosesi aparılmış və güclü yığılan mi-
nimumlaşdırıcı idarəedicilər ardıcıllığının qurulması qaydası göstərilmişdir; 
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-parabolik tənliklər üçün ikinci növ əlavə inteqral şərtli idarəetmə 
tipli  tərs məsələlərə baxılmış, bu məsələlərin korrektliyi tədqiq olunmuş, 
məqsəd funksionallarının diferensiallanması isbat edilmiş və idarəedicinin 
optimallığı şərtləri göstərilmışdir. 

İşin nəzəri və paktik əhəmiyyəti ondan ibarətdir ki, alınan nəticələr 
qeyri-lokal şərtli parabolik tənliklər üçün optimal idarəetmə və tərs 
məsələlər nəzəriyyəsini və onların həlli üsullarını inkişaf etdirir. Onlar  
istilikkeçirmə, diffuziya, süzülmə və bu kimi başqa nəzəriyyələrdə mey-
dana çıxan optimal idarəetmə və tərs məsələlərin təqribi həllinə tətbiq oluna 
bilər. 

İşin aprobasiyası. Dissertasiyanın əsas nəticələri haqqında LDU-nun 
“Riyazi-iqtisadi təhlil və iqtisadi inkişafın problemləri” elmi-tədqiqat 
laboratoriyasının (pəhbər prof.A.D.İsgəndərov), LDU-nun “Fizika, 
riyaziyyat və informatika” (rəhbər dos.A.H.Heydərov), BDU-nun “Opti-
mallaşdırma və idarəetmə” (rəhbər prof.A.D.İsgəndərov, prof.R.Q.Tağıyev) 
kafedralarının seminarlarında, “XXI əsrin elmi tədqiqatlarının aktual 
istiqamətləri: nəzəriyyə və praktika” beynəlxalq qiyabi elmi-praktik 
konfransında (Voronej, 2014), Ümummilli lider Heydər Əliyevin anadan 
olmasının 91-ci ildönümünə həsr edilmiş “Müasir elmin aktual prob-
lemləri” adlı respublika konfransında (Lənkəran, 2014), “Dinamik sis-
temlərin analizi, texnikaya və texnologiyaya tətbiqlərinin müasir prob-
lemləri” beynəlxalq qiyabi elmi-praktik konfransında (Voronej, 2014), 
Ümummilli lider Heydər Əliyevin anadan olmasının 92-ci ildönümünə həsr 
edilmiş “Azərbaycanın pegionlarında təhsilin və elmin inkişafı” respublika 
konfransında (Lənkəran, 2015), Doktorantların və gənc tədqiqatçıların XIX 
və XX Respublika elmi konfranslarında (Bakı, 2015, 2016), Əməkdar elm 
xadimi, professor Ə.Ş. Həbibzadənin anadan olmasının 100-cü ildönümünə 
həsr olunmuş “Funksional analiz və onun tətbiqləri” adlı respublika elmi 
konfransında (Bakı, 2016), Ümummilli lider Heydər Əliyevin anadan 
olmasının 93-cü ildönümünə həsr olunmuş “Müasir elmin aktual 
problemləri” adlı Respublika Elmi Praktik Konfransında (Lənkəran, 2016), 
Ümummilli lider Heydər Əliyevin anadan olmasının 94-cü ildönümünə 
həsr olunmuş“ Təbiət və humanitar elm sahələrinin inkişafı problemləri” 
Respublika Elmi Konfransında (Lənkəran, 2017) məruzələr edilmişdir. 

Dissertasiyanın həcmi və quruluşu. Dissertasiya işi işarələmələr 
siyahısından, girişdən, üç fəsildən və 119 adda ədəbiyyat siyahısından 
ibarət olmaqla 118 səhifədən ibarətdir. 

Çap olunmuş elmi əsərlər. Dissertasiyanın əsas nəticələri 19 elmi 
işdə nəşr olunmuşdur. Onlardan 8-i məqalə, 11-i tezisdir. 



6 

DİSSERTASİYANIN MƏZMUNU 
 

Girişdə mövzunun aktuallığı əsaslandırılmış və dissertasiyanın qısa 
məzmunu şərh olunmuşdur. 

Birinci fəsil üç bölmədən ibarət olub, inteqral sərhəd şərtli parabolik 
tənliklər üçün optimal idarəetmə məsələlərinin tədqiqinə həsr olunmuşdur. 

1.1 bölməsində inteqral sərhəd şərtli istilikkeçirmə tənliyi üçün 
idarəedicilər hal tənliyinin və sərhəd şərtinin sağ tərəfinə daxil olan halda 
optimal idarəetmə məsələsi öyrənilir. 

Tutaq ki idarə olunan proses }0,0:),{( TtxtxQT    
oblastında inteqral sərhəd şərtli istilikkeçirmə tənliyi üçün aşağıdakı sərhəd 
məsələsi ilə izah olunur: 

,),(),,( Txxt Qtxtxfuu                                                          (1)  
),()0,( xxu  ,0  x                                                                       (2) 

,0),0( tux ,0,)(),()(),(
0

TttgdxtxuxKtu xx  


          (3) 

burada, ),,0()( 2 Lx   ),0()( 1
2 


WxK  - verilmiş funksiyalar, )(),,( tgtxf  
idarəedici funksiayalar, ))(),,(( tgtxf -idarəedici,  );,(),( txutxuu  
(1)-(3) məsələsinin   idarəedicisinə uyğun həllidir. Fərz olunur ki, 

),,0()())(),,(( 22 TLQLHVtgtxf T                        (4) 
burada V, H fəzasından olan verilmiş çoxluqdur.  

 Tutaq ki, (1)-(3) məsələsinin bütün V  idarəedicilərinə uyğun 
);,(),( txutxuu   həlləri çoxluğunda 

 


0

2)();,()( dxxuTxuJ T                                                    (5) 

funksionalının minimallaşdırılması tələb olunur, burada ),0()( 2 LxuT  - 
verilmiş funksiyadır. 

(1)-(3) sərhəd məsələsinin H  idarəedicisinə uyğun həlli kimi 
)(0,1

2 TQV -dən olan ümumiləşmiş həlli, yəni )(0,1
2 TQV -dən olan və ixtiyari 

)(),( 1
2 TQWtx  , 0),( Tx  funksiyası üçün 

  
TT Q

xx
Q

t dxxxdxdtfdxdtuu


0

)0,()()(   

dtttgdxtxuxK
T

x ),()(),()(
0 0
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inteqral eyniliyini ödəyən );,(),( txutxuu   funksiyasını başa düşə-
cəyik. 

Teorem 1. Tutaq ki, (1)-(5) məsələsinin qoyuluşu zamanı qəbul 
edilmiş şərtlər ödənilir və V çoxluğu Н-da qabarıq, qapalı, məhdud 
çoxluqdur. Onda  

    ,:)(inf)(: ***  VJJJVV   

*V  çoxluğu H-da zəif kompaktdır və (5) funksionalının ixtiyari 
minimallaşdırıcı  n  ardıcıllığı H-da *V  çoxluğuna zəif yığılır. 

Tutaq ki, );,(),(  txtx  -(1)-(5) məsələsinə uyğun aşağı-

dakı qoşma sərhəd məsələsinin )(0,1
2 TQV -dən olan ümumiləşmiş həllidir: 

    Txxt QtxtxK  ,,0),( ,                                       (6) 
,0,)]();,([2),(  xxyTxuTx                                     (7) 

    .0,0,,0,0 Tttt xx                           (8) 
(6)-(8) sərhəd məsələsinin H  idarəedicisinə uyğun həlli dedikdə 

 TQV 0,1
2 -dən olan ümumiləşmiş həlli başa düşürük.  

Teorem 2. Tutaq ki (1)-(5).məsələsinin qoyuluşunda qəbul edilmiş 
şərtlər ödənilir. Onda (5) funksionalı (1)-(3) şərtləri daxilində H-da Freşe 
mənada kəsilməz diferensiallanandır və onun H  nöqtəsində qradiyenti 

));,(),;,(()(  ttxJ   
şəklindədir. 

Teorem 3. Tutaq ki,(1)-(5) məsələsinin qoyuluşunda qəbul edilmiş 
şərtlər ödənilir və V çoxluğu H-da qabarıqdır. Onda (1)-(5) məsələsində 

     Vtgtxf   ,,  idarəedicisinin optimallığı üçün zəruri və kafi 
şərt ixtiyari      Vtgtxf  ,,  üçün 

              0,,,,,,
0

****   dttgtgtdxdttxftxftx
TQ

T

    

bərabərsizliyinin ödənilməsidir. 
1.2 bölməsində inteqral sərhəd şərtli xətti parabolik tənlik üçün 

idarəedicilər hal tənliyində həllin qarşısindakı əmsala və sağ tərəfə, 
həmçinin sərhəd şərtinin sağ tərəfinə daxil olan halda optimal idarəetmə 
məsələsinə baxılır. Məsələnin qoyuluşunun korrektliyi öyrənilmiş, məqsəd 
funksionalının diferensiallanması isbat edilmiş və optimallıq üçün zəruri 
şərt çıxarılmışdır. 
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1.3 bölməsində idarəediciləri əmsallarda olan inteqral sərhəd şərtli 
xətti parabolik tənlik üçün optimal idarəetmə məsələsinə baxılır. 

Tutaq ki,  

 


0

2)();,()( dxxuTxuJ T                                                  (9)
 

funksionalını 
),,(),()),(( txfutxqutxku xxt  TQtx ),( ,                                         (10) 

),()0,( xxu  ,0  x                                                                (11) 

,0),0( tu x  



0

),(),()(),(),( tgdxtxuxKtutk xx ,0 Tt             (12) 

sərhəd məsələsinin               ,,,,0:)()()),(),,((),({ 12
1
2   txktxkQLQWHtxqtxktxV xTT

32 ),(,),(   txqtxkt  TQ -də sanki hər yerdə }                                   (13)  
çoxluğundan olan bütün mümkün )),(),,((),( txqtxktx   idarəedici-
lərinə uyğun  );,(),( txutxuu həlləri çoxluğunda minimallaşdırmaq 
tələb olunur. Burada 0,,,,,, 321 T  verilmiş ədədlər, 

),0()(),( 1
2 WxxuT  , ),0()( 1

2 


WxK  ,   )(, 2 TQLtxf  , ),0()( 1
2 TWtg   -

məlum funksiyalar,  );,(),( txutxuu isə (10)-(12) sərhəd 
məsələsinin ),( tx   idarəedicisinə uyğun həllidir. 

Hər bir qeyd olunmuş Vtx ),(  mümkün idarəedicisi üçün (10)-
(12) sərhəd məsələsinin həlli dedikdə )(0,1

2 TQV -dən olan ümumiləşmiş 
həlli, yəni )(0,1

2 TQV -dən olan elə );,(),( txutxuu   funksiyasını 
başa düşürük ki, ixtiyari )(),( 1

2 TQWtx  , 0),( Tx  funksiyası üçün 
aşağıdakı inteqral eyniliyi ödəyir: 

   
TT QQ

xxt dxdttxfdxdtutxqutxku  ),(),(),(  

.),()(),()()0,()(
0 0 0

dtttgdxtxuxKdxxx
T

x 
 

   







  

Теоrем 4. Tutaq ki, (9)-(13) məsələsinin qoyuluşunda qəbul edilən 
şərtlər ödənilir. Onda (9)-(13) məsələsinin optimal idarəedicilər çoxluğu 

  VJJJVV    :)(inf)(:  boş deyil,  V  çoxluğu H-
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da zəif kompaktdır və )(J  funksionalının ixtiyari minumumlaşdırıcı 

  Vtxqtxk nnn  )),(),,(( ardıcıllığı H-da V -coxluğuna zəif yığılır. 
(9)-(13) məsələsi üçün aşağıdakı qoşma sərhəd məsələsini daxil edək: 

,0),()(),()),((  txKtxqtxk xxt   TQtx ),( ,                          (14) 
)],();,([2),( xuTxuTx T    x0 ,                                (15) 

0).0( tx , 0),( tx  , Tt 0  .                                          (16) 
(14)-(16) sərhəd məsələsinin Vtx  ),(  idarəedicisinə uyğun 

həlli dedikdə )(0,1
2 TQV -dən olan ümumiləşmiş həlli başa düşürük.  

Теоrем 5. Tutaq ki, teorem 4-ün şərtləri ödənilir. Onda (9) 
funksionalı V-də Freşe mənada diferensiallanandır və onun V  
nöqtəsində diferensialı Hqk  ),(  artımı üçün aşağıdakı 
bərabərliklə təyin olunur: 

 dxdtqukudJ
TQ

xx   ),( .  

Aşağıdakı şərtlərdən );,(),(  txtx   funksiyasını təyin 
etmək üçün köməkçi sərhəd məsələsini daxil edək: 

xxttxx u  , TQtx ),( ,                                             (17) 

,0,0
0

Tt
lxxxx 


                                        (18) 

.0,0
0




x
Ttttt                                                      (19) 

Verilmiş Vtx  ),(  üçün (17)-(19) məsələsini həlli dedikdə 

)(1
2 TQW -dən olan ümumiləşmiş həlli başa düşürük.  

Теоrем 6. Tutaq ki, teorem 4-ün şərtləri ödənir. Onda (9) 
funksionalının V  nöqtəsində qradiyenti  

));,();,(),;,(()(  txtxutxJ    
bərabərliyi ilə təyin olunur və )( J   inikası V–dən H-a kəsilməz təsir 
edir. 

Теоrема 7. Tutaq ki, teorem 4-ün şərtləri ödənir. Onda (9)-(13) 
məsələsində Vqk   ),(  idarəedicisinin optimallığı üçün  

  Vqkdxdtqqukkkkkk
TQ

tttxxx   ),(,0)()()()( 

bərabərsizliyinin ödənilməsi zəruridir, burada );,(   txuu , );,(    tx  , 
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);,(    tx - uyğun olaraq (10)-(12), (14)-(16), (17)-(19) məsələlərinin 

  idarəedisinə uyğun həlləridir. 
İkinci fəsil üç bölmədən ibarət olub inteqral sərhəd şərtli parabolik 

tənliklər üçün optimal idarəetmə məsələlərinin fərqlər approksimasiya-
larının yığılması və onların requlyarlaşdırılmasına həsr olunmuşdur. 

2.1 bölməsində idarəediciləri hal tənliyinin və sərhəd şərtinin sağ 
tərəfində olan inteqral sərhəd şərtli istilikkeçirmə tənliyi üçün optimal 
idarəetmə məsələsinə baxılmışdır. İlkin optimal idarəetmə məsələsinin 
fərqlər approksimasiyasının yığılması öyrənilmiş və onların A.N.Tixonov 
mənada requlyarlaşdırılması prosesi aparılmışdır. 

2.2 bölməsində idarəediciləri həllin qarşısında və sağ tərəflərdə  
olan inteqral sərhəd şərtli parabolik tənlik üçün optimal idarəetmə 
məsələsinin fərqlər approksimasiyasının yığılması öyrənilmiş və onların 
requlyarlaşdırılması prosesi aparılmışdır. 

2.3 bölməsində idarəediciləri əmsallarda olan inteqral sərhəd şərtli 
parabolik tənlik üçün (9)-(13) optimal idarəetmə məsələsi üçün fərqlər 
approksimasiyasının yığılması və requlyarlaşdırılması  öyrənilir. 

(9)-(13) məsələsini approksimasiya etmək və fərqlər approksimasi-
yasının yığılmasını tədqiq etmək üçün  ,0 -də,  T,0 -də və 

TQ -də 
aşağıdakı şəbəkələri daxil edək: 

    hNNiihxih 11,,,1,0:,0 ,   
    ),0[,,0,,0     hhhhh ,  

,),0(},)5.0({\

},,,...,2,1:)5.0({

1

11

1
ThNx

hNNihix

Nhh

ih









 






 
  TNNjTjt j   22 ,,,2,1:,0   

    
















xxhT

hThThT
)1()1( ,0,

,,,
 

Tutaq ki,   hx   , əgər hx   olarsa və h5,0 , əgər 0x  ya-
xud x  olarsa. T -şəbəkəsində və ya onun hissələrində təyin olunmuş şə-
bəkə funksiyaları üçün aşağıdakı skalyar hasilləri və normaları daxil edək: 

      
h

hhh
yyyyy

L


  21,,,
2

 ,  

     


 
h

hhh
yyyyy

L


  21,,,
2

 , 
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  21,,,
2

yyyyy
L

, 

         


  21,,,,
2 TThT

yyyyy
L

 

,),(max

)),((,),(

),(,)(

2
1

2

)()()( 2221,2

txyyy

txyytxyy

TTT

hThТ

txL

LLLL






















       ,,max
22

0,1
2


 ThТ LxLtV

ytxyy




 

       2122

22
1
2   LtLW

yyy  . 

 hL 2 ,  hL 2 ,  2L ,  TL 2 ,   )(, 1
2

0,1
2  WV T -ilə uyğun şəbəkə-

lərdə təyin olunmuş   ,2 hL 


  ,2

hL     ,2 L


  ,2


TL    ,0,1

2 TV 


 
 1

2W
  normalarına malik şəbəkə funksiyaları fəzalarını işarə edək. Tutaq 

ki, xx SS ,  və tS , x  və t  dəyişənlərinə nəzərən Steklov mənada birölçülü 
ortalama operatorlarıdır. 

(9)-(13) optimal idarəetmə məsələsinə aşağıdkı fərqlər approksima-
siyasını qarşı qoyaq:  

     
 

2

2
;,

hL

h
Thhh xuTxyJ

                                              (20) 

şəbəkə funksionalını  
    

},),(,),(

,),(,),(,),(,),(,),(

,),(0:)()(,,,

3

21

2
1
2

Th

hthhxhT

hTThhhhh

txtxq

txtxktxtxktx

txkLWHtxqtxkV

























     

(21) 

şəbəkə idarəedicilər çoxluğunda,    htxytxyy ;,,   şəbəkə funksiyası  
  ,,),,(),()),5,0(( Thhxxht txtxfytxqythxky              (22) 

    hh xxxy   ,0, ,                                                                (23) 
       ,),0(),0(,0,05,0,0),5,0( tftytqtyhtythk hhtxh     
      



txyxhKtythk x
x

hxh
h

,,),5.0(


    

       ,,),(),(,,5,0   ttgtftytqtyh hht                             (24)  
fərqlər sərhəd məsələsinin həlli olması şərti ilə minimallaşdırmaq tələb 
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olunur. Burada 
    )()(, xSxxuSxu x

hT
xh

T       ,, 
  h
x

h xxKSxK 

    ,),(,,,    h
xt

h txtxfStxf     .,    ttgStg t  
Fərz edəcəyik ki, t dəyişəninə görə  addımı 

.
)2)(4(4 22

122

),0(,2

2

),0(,2

3

0 











KK                       

(25)

 
şərtini ödəyir. 

Теоrем 8. Tutaq ki, (9)-(13) məsələsinin qoyuluşundakı şərtlər və 
(25) bərabərsizliyi ödənilir. Onda (22)-(24) məsələsinin hər bir  hh Vtx ),(  
üçün yeganə həlli vardır və aşağıdakı aprиor qiymətləndirmə doğrudur: 

 .
);,();,(

)()()(

)()(

21,22

2
0,1

2









LLhLh

LhtVh

gfM

txytxy

Th

TT




  

Burada və aşağıda M ilə mümkün idarəedicilərdən və ,h ad- 
dımlarından asılı olmayan müsbət sabitlər işarə olunur. 

Tutaq ki,            hhhh VtxqtxktxVqk  ,,,),(,,,,),( -
ixtiyari idarəedicilər,         htxytxyuu ;,,,;,,  -isə (9)-
(13) və (22)-(24) məsələlərinin ),(   və ),( txh  idarəedicilərinə 
uyğun həlləridir.    ;,, txutxu  -ilə (10)-(12) məsələsinin ),( txuu   
dəqiq həllinin aşağıdakı bərabərliklə təyin edilən ortalamasını işarə edək: 

     
 








 

.0,,
,,,,

,
txxS

txtxuS
txu

h
x

T
t



   

Теоrем 9. Tutaq ki, teorem 8-in şərtləri ödənilir. Onda ixtiyari 
V  и  hh V  idarəediciləri üçün fərqlər üsulunun vəziyyətə görə 

aşağıdakı xəta qimətləndirməsi doğrudur:  


)()( 2
0,1

2
);,(;,();,(;,(

TT LthtVh txutxytxutxу
 

.),(),(
)()(

21
21

23

 
 hLh

tx

L

t
h MqqStxkStxkhhM

TT














Nəticə 1. Tutaq ki,     ,),(,,,   T
t

h txtxkStxk    ),( txqh  

  .,),,( T
tx txtxqS   Onda (22)-(24) fərqlər sxemi  TV 0,1

2  fəzasının 
normasında  ~ 23h  olduqda yığılma sürəti üçün  43hO  qiymətləndir-
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məsinə,  ~ 2h  olduqda  isə yığılma sürəti üçün  hO  qimətləndirilməsinə 
malikdir. 

Теоrем 10. Tutaq ki, teorem 8–in şərtləri ödənilir. Onda (20)-(24) 
approksimasiyası üçün aşağıdakı qiymətləndirmə doğrudur:  

,21
21

23









  


hhMJJh  

burada  .:)(inf   hhhhh VJJ   
Nəticə 2. Əgər  ~ 23h  və ya  ~ 2h , onda (20) - (24) şəbəkə 

idarəetmə məsələləri (9)-(13) məsələsini funksionala görə approksimasiya 
edir, belə ki,  ~ 23h  olduqda 43MhJJh    qiymətləndirməsi,  ~ 2h  

olduqda isə 21MhJJ h    qiymətləndirməsi doğrudur. Əgər bundan 

başqa,  hh V}{  idarəedicilər ardıcıllığı     hhhhh JJJ   , 

0h  və 0, h  olduqda 0h   şərtlərindən təyin edilərsə, onda 

}{ hhP  idarəedicilər ardıcıllığı (9)-(13) məsələsi üçün minimallaşdırıcı 

ardıcıllıq olur, H -da V -a zəif yığılır və  ~ 23h  olduqda 

 hh MhJJ  
43  qiymətləndirməsi,  ~ 2h  olduqda isə 

  hh MhJJ  
21  qiymətləndirməsi doğrudur. Burada 

HHP hh  :  inikası dissertasiyanın 2.2.4 bəndində təyin olunur.  
İndi isə H -ın normasına görə yığılan minimumlaşdırıcı ardıcıllığın 

qurulma qaydasını izah edək. Bunun  üçün Tixonov üsulundan istifadə 
edək və (20)-(24) məsələsini requlyarlaşdıraq. V -də 
    2

,2

2)1(

,2

2

TT QQH qk    stabilləşdirici funksionalını və onun 

    2

)(

22

)(

2

2
1

2 TTh LhWhHhhh qk



 



 şəbəkə analoqunu daxil edək. 

Hər bir  ,h  ücün (20)-(24) məsələsinin Tixonov şəbəkə 
funksionalına baxaq:  

    ,),(  
 hhhhhhhhh VJT

h
   

burada }{ h ardıcıllığı 0, h  olduqda sıfra yığılan ixtiyarı müsbət 
ədədlər ardıcıllığıdır. 

Tutaq ki, hər bir  ,h  üçün elə  hh V~  şəbəkə idarəedicisi  
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tapılmışdır ki, 
      

 hhhhhhhhh hhhh
TTVTT 



~:inf            (26) 

şərti ödənilir. Burada  0h  və 0, h  olduqda 0h . 
Теоrем 11. Tutaq ki,  h

~
 şəbəkə idarəedicilər ardıcıllığı (26) 

şərtindən təyin olunmuşdur və 0, h  olduqda 0/)(    hhh . Onda 
 hhP ~  idarəedicilər ardıcıllığı (9)-(13) məsələsi üçün minimallaşdırıcı ar-
dıcıllıqdır və H -da (9)-(13) məsələsinin        VVV  :inf:  
 -normal həllər çoxluğuna güclü yığılır. 

Üçüncü fəsil iki bölmədən ibarət olub parabolik tənliklər üçün ikinci 
növ əlavə inteqral şərtli idarəetmə tipli tərs məsələlərin tədqiqinə həsr 
olunmuşdur. 

3.1 bölməsində xətti parabolik tənlik üçün idarəetmə tipli sərhəd tərs 
məsələyə baxılır. 

Tutaq ki, 

dtdxtxutxKtuJ
T 2

0 0

);,(),();,()(  


                                (27) 

funksionalını aşağıdakı şərtlər ödənilməklə minimumlaşdırmaq tələb 
olunur:  

 ),,(),()),(( txfutxqutxкu ххt  TQtx ),( ,                       (28) 

),(
0

xu
t




 ,0  x                                                                 (29) 

,0
0


xxu  ),(),( tutxk
xx 


 Tt 0 ,                                  (30) 
  ,,0)( 2 TLVt                                                                 (31) 

Burada 0, T -verilmiş ədədlər, V -çoxluğu ),0(2 TL -dən olan verilmiş 
çoxluq, )(),,(),.(),,(),,( xtxftxqtxktxK  -məlum funksiyalar, )(t  -
idarəedici, );,(),( txutxuu   isə (28)-(30) sərhəd məsələsinin 

),0()( 2 TLt    idarəedicisinə uyğun həllidir. 
Fərz edəcəyik ki, məlum funksiyalar aşağıdakı şərtləri ödəyir:   

);,0()(),(),(),(),(),,(),,( 22 LxQLtxfQLtxqtxktxK TT   

321 ),(0,),(0,),(   txqtxktxK TQ -də 

sanki hər yerdə, burada 0,0,,0 231  
  

məlum ədədlərdir.  
(28)-(30) məsələsinin, ),0()( 2 TLt   idarəedicisinə uyğun 
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həlli dedikdə )(0,1
2 TQV -dən olan ümumiləşmiş həll, yəni )(0,1

2 TQV -dən 
olan elə );,(),( txutxuu   funksiyası başa düşülür ki, o ixtiyari 

0),(),(),( 1
2  TxQWtx T   funksiyası üçün aşağıdakı inteqral 

eyniliyini ödəyir:  
   dxdttxfutxqutxku

TQ xxt  ),(),(),(  

.),()()0,()(
0 0
 



T

dtttdxxx   

Qeyd edək ki, (27)-(31) məsələsində, (27) məqsəd funksionalı  
),0(2 TL -də 





0

,);,(),();,( dxtxutxKtu  .0 Tt                                   (32) 

ikinci növ inteqral şərti əsasında tərtib olunmuş uyğunsuzluq 
funksionalıdır. (28)-(31) şərtlərini   ödəyən  )(),;,( ttxu   funksiyalarının 
tapılması haqqında məsələ parabolik tənlik üçün sərhəd tərs məsələsi, (27)-
(31) məsələsi isə bu tərs məsələnin variasional qoyuluşu və ya idarəetmə 
tipli tərs məsələdir .  

Теоrем 12. Tutaq ki, (27)-(31) məsələsinin qoyuluşundakı şərtlər 
ödənilir. Onda (27) funksionalı (28)-(30) şərtləri daxilində ),0(2 TL -də 
aşağıdan zəif yarımkəsilməzdir.  Bundan başqa, V-çoxluğu ),0(2 TL -dən 
olan qabarıq, qapalı və məhdud çoxluqdursa, onda (27)-(31) məsələsinin 
optimal idarətdicilər çoxluğu    JJVV )(:   boş deyil, 

),0(2 TL -də qabarıq, qapalı, məhduddur və (27) funksionalının ixtiyari 
minimallaşdırıcı  n  ardıcıllığı ),0(2 TL -də V -a zəif yığılr. 

Tutaq ki, );,(),(  txtx   funksiyası (27)-(31) məsələsinə 
uyğun qoşma sərhəd məsələsinin )(0,1

2 TQV -dən olan ümumiləşmiş həllidir: 
  ),()),(( txqtxk xxt

    
,),(),,();,(),();,(2

0
TQtxtxKdtutKtu 








 



           (33) 

           
,0,0 


x

Tt


 
                                                                    (34)
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          .0,);,(),();,(2

),(,0

0

0

TtdtutKtu

tk
xxxx




























                        (35) 

Теоrем 13. Tutaq ki, teorem 12-nin şərtləri ödənilir və V qabarıq 
çoxluqdur. Onda (27)-(31) məsələsində Vt   )(  idarəedicisinin 
optimallığı üçün zəruri və kafi şərt ixtiyari Vt  )(  üçün  

  0)()();,(
0

  dtttt
T

    

bərabərsizliyinin ödənilməsidir, hansı ki, Vt int)(     halında bu 
bərabərsizlik aşağıdakı bərabərlik ilə eynigüclüdür:  

.0,0);,( Ttt     
3.2 bölməsində xətti parabolik tənlik üçün idarəetmə tipli əmsal tərs 

məsələyə baxılır. 
Tutaq ki, 

dtdxtxutxKtuJ
T 2

0 0

);,(),();,()(  


                               (36) 

funksionalını  

Tххt Qtxtxfutxqutxкu  ),(),,(),()),((                     (37) 

),(
0

xu
t




 ,0  x                                                                (38) 

,0
0


 xxxx uu  Tt 0                                                       (39) 

sərhəd məsələsinin  
:)()()),(),,((),({ 1

TT QLQWEtxqtxktxV    ,),(0   txk  

1021 ),(0,),(,),( qtxqqtxktxk tx    TQ -də sanki hər yerdə}   (40) 
çoxluğundan olan bütün mümkün )),(),,((),( txqtxktx   idarəedicilərinə 
uyğun );,(),( txutxu   həlləri çoxluğunda minimallaşdırmaq tələb 
olunur. Burada 0,0,0, 01  qqT  -verilmiş ədədlər, 

)(),,(),,( xtxftxK   isə aşağıdakı şərtləri ödəyən verilmiş funksialardır: 

3),(),(),(   txKQLtxK T TQ -də sanki hər yerdə, 
).,0()(),(),(,0 1

223 WxQLtxfconst T    
(37)-(39) sərhəd məsələsinin V idarəedicisinə uyğun həlli 
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dedikdə )(0,1
2 TQV -dən olan ümumiləşmiş həlli başa düşürük. 

 Теоrем 14. Tutaq ki,(36)-(40) məsələsi üçün qəbul edilmiş şərtlər 
ödənilir. Onda (36)-(40) məsələsinin optimal idarəedicilər çoxluğu 

   JJVV )(:   boş deyil, )()( 2
1

2 TT QLQWH   fəzasında 
zəif kompaktdır və (36) funksionalının ixtiyarı minimumlaşdırıcı   Vn   
ardıcıllığı H -da V -çoxluğuna zəif yığılır. 

(36)-(40) məsələsi üçün );,(),(  txtx   qoşma vəziyyətini 
aşağıdakı məsələnin həlli kimi daxil edək:  

  Txxt QtxtxKdtutKtutxqtxk 







  ,),,();,(),();,(2),()),((

0



    ,  (41) 

,0
 Tt

   x0 ,                                                                 (42) 

0
0


xx , 







 






0

);,(),();,(2),(  dtutKtutxk
xx

, .0 Tt   (43) 

(41)-(43) sərhəd məsələsinin V  idarəedicisinə uyğun həlli 
dedikdə )(0,1

2 TQV -dən olan ümumiləşmiş həlli başa düşürük. 
Tutaq ki, );,(),(  txtx  funksiyası aşağıdakı köməkçi 

sərhəd məsələsinin )(1
2 TQW  -dən olan ümumiləşmiş həllidir: 

,),(, Txxttxx Qtxu                                                (44) 

,0,0
0

Tt
xxxx 
 

                                                       (45) 




x
Ttttt 0,0

0
 .                                                      (46) 

Теоrем 15. Tutaq ki, teorem 14-ün şərtləri ödənir. Onda (36) 
funksionalı V çoxluğunda H  fəzasının normasına görə kəsilməz 
diferensiallanandır və onun qradiyenti ixtiyari V nöqtəsində aşağıdakı 
bərabərliklə təyin olunur: 

.),()),;,();,(),;,(()( TQtxtxtxutxJ     
(36)-(40) məsələsində optimallıq üçün zərurı şərt aşağıdakı teoremlə 

ifadə olunur.  
Теоrем 16. Tutaq ki, teorem 14-ün şərtləri ödənilir. Onda (36)-(40) 

məsələsində Vqk   ),(  idarəedicisinin optimallığı üçün zəruri şərt 
ixtiyari Vqk  ),(  üçün  
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0)]()()()([   dxdtqqukkkkkk tttxxx
QT

   

bərabərsizliyinin odənilməsidir, burada ),;,(),(   txutxuu  
),;,(),(    txtx );,(),(    txtx  uyğun olaraq (37)-

(39), (41)-(43), (44)-(46) məsələlərinin ,  olduqda həlləridir. 
 

Sonda elmi rəhbərim riyaziyyat elmləri doktoru, prof. R.Q.Tağıyevə 
məsələlərin qoyuluşuna və dissertasiya işinə diqqətinə görə dərin  
təşəkkürümü bildirirəm. 
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ВАХАБ МЕХТИ ОГЛЫ ГАБИБОВ 
ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ ПАРАБО-
ЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ С НЕЛОКАЛЬНЫМ ГРАНИЧ-

НЫМ УСЛОВИЕМ 
 

РЕЗЮМЕ 
Предлагаемая диссертационная работа посвящена исследованию 

задач оптимального управления для параболических уравнений с ин-
тегральным граничным условием, вопросом сходимости их раз-
ностных аппроксимаций и изучению некоторых обратных задач типа 
управления для параболических уравнений с дополнительным инте-
гральным условием второго рода. 

В диссертационной работе получены следующие результаты: 
-исследованы вопросы корректности постановки задач опти-

мального управления для параболических уравнений с интегральным 
граничным условием; 

-доказана дифференцируемость целевых функционалов и найде-
ны выражения для их градиентов в рассматриваемых задач оптималь-
ного управления; 

-установлены условия оптимальности управления типа вариа-
ционного неравенства; 

-изучены вопросы сходимости разностного метода в рассматри-
ваемых задач оптимального управления, получены оценки скорости 
сходимости разностных аппроксимаций по состоянию и  по функцио-
налу; 

-доказана слабая сходимость разностных аппроксимаций по 
управлению, проведены процессы регуляризации разностных аппрок-
симаций и указаны правила построения сильно сходящейся миними-
зирующей последовательности  управлений ; 

-рассмотрены обратные задачи типа управления для параболи-
ческого уравнения с дополнительным интегральным условием второго 
рода, исследованы вопросы корректности постановки этих задач, до-
казана дифференцируемость целевых функционалов и установлены 
условия оптимальности управления. 
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VAHAB MEKHTI OGLU HABIBOV 
OPTIMAL CONTROL PROBLEMS FOR PARABOLIK  

EQUATIONS WITH A NON-LOCAL BOUNDARY CONDITION 
 

RESUME 
The proposed thesis is devoted to the study of optimal control prob-

lems for parabolic equations with an integral boundary condition, the con-
vergence question of their difference approximations, and the study of vari-
ation statements of certain inverse problems with an additional integral 
condition of the second kind. 

In the thesis the following results were obtained: 
-the questions of the correctness of the formulation of optimal control 

problems for parabolic equations with an integral boundary condition are 
investigated; 

-the differentiability of objective functional is proved and expressions 
are found for their gradients in the optimal control problems under consid-
eration; 

-conditions for optimality of control of the type of variation inequal-
ity are established; 

-the questions of the convergence of the difference method in the op-
timal control problems under study are estimated, estimates of the rate of 
convergence of the difference approximations by the state and by the func-
tional are obtained; 

-weak convergence of difference approximations in control is proved, 
regularization processes of difference approximations are carried out, and 
rules for constructing a strongly convergent minimizing control sequence 
are indicated; 

-inverse problems of control type for a parabolic equation with an 
additional integral condition are considered, questions of the correctness of 
the statement of these problems are investigated, differentiability of objec-
tive functional is proved, and conditions for optimality of control are estab-
lished. 
 
 

 
 
 
 
 



23 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



24 

МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ 
АЗЕРБАЙДЖАНСКОЙ РЕСПУБЛИКИ 

 
БАКИНСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ 

 
 

На правах рукописи 
 
 
 
 

ВАХАБ МЕХТИ ОГЛЫ ГАБИБОВ 

 

ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ  

ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ  

С НЕЛОКАЛЬНЫМ ГРАНИЧНЫМ УСЛОВИЕМ 

 
 

1211.01-Дифференциальные уравнения 
 
 

АВТОРЕФЕРАТ 
 
 

диссертации на соискание ученой степени  
доктора философии по математическим наукам 

 
 
 
 
 
 
 
 

Баку-2018 

 


