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İŞİN ÜMUMİ XARAKTERİSTİKASI 
 

 Mövzunun aktuallığı. Harmonik analizin güclü aparatlarından 
olan çoxölçülü sinqulyar inteqral operatorlar,maksimal və kəsr maksimal 
funksiyalar, Riss, Bessel  potenensialları v.i. nəzəriyyəsinin ideya və 
metodları müasir dövrdə riyazi fizikada, funksiyalar nəzəriyyəsi və 
funksional analizdə, ehtimal nəzəriyyəsində və riyaziyyatın, fizikanın və 
mexanikanın bir çox başqa oblastlarında geniş tətbiq olunurlar. 
      Riss potensiallarının xassələri М.Riss, G.Hardi, J.Litlvud, S.L.Sobolev, 
İ.M.Steynin, Q.Veysin, О.V.Besovun,  P.İ.Lizorkinin, S.Q.Samkonun v.b. 
və eləcədə, Azərbaycan riyaziyyatçılarından isə A.C.Hacıyevin, 
S.K.Abdullayevin, V.S.Quliyevin, R.M.Rzayevin v.b. işlərində tədqiq 
olunmuşdur. Riss potensiallarının bir çox xassələri İ.M.Steynin, 
S.L.Sobolevin monoqrafiyalarında şərh olunmuşdur. 
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Laplas-Bessel diferensial operatoru ilə bağlıFurye-Bessel çevirməsinin 
doğurduğu xüsusi sürüşmə ilə (ümumiləşmiş sürüşmə adlanan) bükmələr 
geniş tədqiq olunur, burada  

ixB -Bessel sinqulyar diferensial operatorudur. 
    Bessel sinqulyar diferensial operatorunu saxlayan xüsusi törəməli 
tənliklərin çoxölçülü Furye-Bessel çevirməsindən istifadə olunmaqla 
öyrənilməsi İ.A.Kipryanovun işlərindən başlanmışdır. 
 Onlar  tərəfindən uyğun ,pL  - fəzaları daxil edilmiş,  izlər 
haqqında düz və tərs teoremləri də  qoşaraq daxiletmə teoremləri isbat 
olunmuşdur. Bu xüsusi halda, həllərin adı çəkilən fəzalar terminlərində 
aprior qiymətləndirmələrinin alınmasına imkan  verdi. Bu işlərdə B -
elliptik operator anlayışı daxil edilmişdir. 
 A.İ.Kipriyanov, L.A.İvanov Bessel operatorunun bir neçə dəyişənə 
görə götürüldüyü elliptik tənliklərin   fundamental  həllərinin göstərilişini 
almışlar, xüsusi halda eləcədə göstərilmişdir ki, ümumiləşmiş Riss 
potensialı adlanan 
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həcm potensialı B elliptik )()(, xfxkkmB    tənliyinin həllidir, 

haradaki yT  sürüşmə operatoru,   )(, xkkmB Laplas-Bessel 

operatorunun doğurduğu, birölçülü halda  B.M.Levitanın daxil etdiyi,  
ümumiləşmiş  və ya Bessel sürüşməsi operatoru adlandırılmışdır.  
   Lakin sadə fuB  tənliyininin ikiölçülü halda (yəni 1,1  km  
olduqda) fundamental həlli  ilk  olaraq A.Vaynşteyn tərəfindən 
qurulmuşdur.   
 Klassik Furye Harmonik Analizindən fərqli olaraq, Furye-Bessel 
çevirməsinə uyğun Harmonik Analiz  nəzəriyyəsində adi sürüşmə ilə deyil,

yT ümumiləşmiş sürüşmə  ilə bükmə strukturlarına baxılır. Buna görə də 
yuxarıda göstərilən məsələlərin tədqiqi bəzi çətinliklərlə üzləşir, bu onunla 

əlaqədardır  ki, 
 kkmR , - yuxarı yarımfəza və S  yuxarı yarımsferanın hər 

ikisi kkmR ,  və S dən fərqli olaraq kənarlı çoxobrazlılardır və 

ümumiləşmiş sürüşmə yT  adi h ,  nRh   sürüşməsinin malik olduğu 
bir çox xassələrə malik deyil. 

Dissertasiya işi, Furye-Bessel  Harmonik Analizin əsas inteqral 
operatorlarının öyrənilməsinə həsr olunub və aparılan tədqiqatlar əsas 
etibarilə aşağıdakı iki istiqamətdə qruplaşıblar: 
 1.Furye-Bessel  Harmonik Analizin Xardi-Litllvud- Sobolev və 
Sobolev-İlyin bərabərsizlikləri tipli bərabərsizliklərin doğru olduğuəsas 
inteqral operatorları sinfinin genişləndirilməsi. 
 2. Funksional fəzaların yeni şkalalarını daxil etmək və bu 
şkalalardaFurye-Bessel  Harmonik Analizin əsas inteqral operatorlarının 
təsirinin öyrənilməsi. 

Bu istaqamətdə ilk işlər  İ.A.Kipriyanov və M.İ.Klyuçansevə 
məxsusdur.Bu işlərin sonrakı davamı A.C.Hacıyevə, S.K.Abdullayevə, 
V.S.Quliyevə və onların tələbələrinə aiddir.

 

 vpL ,  
fəzaları şkalalarında )0( 

BI B Riss potensialları 
üçünXardi-Litllvud- Sobolev  bərabərsizlikləri ilk dəfə A.C.Hacıyev və 
İ.Ə.Əliyevin işlərində alınmışdır. B Harmonik Analizin inteqral 
operatorları üçün müxtəlif metrikalarda Xardi-Litllvud-Sobolev  
bərabərsizliklərinin alınması istiqamətində V.S.Quliyev və onun 
tələbələrinin işləri mühüm yer tutur. 
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M.H.Hacıbəyov və Q.Samkonun  işlərində bu məsələ baxılan 
bükmə operatorları və inteqrallama çoxobrazlıları  anlayışlarının 
genişləndirilməsi və ümumiləşməsilə başqa qoyuluşlarda baxılır. 

Birölçülü Xardi operatorunun dəyişən dərəcəli Lebeq  fəzalarında 
məhdudluğu məsələsi R.Ə.Bəndəliyevin işlərində geniş tədqiq olunmuşdur. 

Furye-Bessel Harmonik Analizin inteqral operatorları  sinfinin  
genişləndirilməsi üsullarından biri də  additivlik şərtindən daha  zəif olan, 
məsələn subadditivlik şərti ilə  üstlü  olmayan   nüvələrə baxaraq maksimal 
funksiyaları, kəsr maksimal funksiyaları və b. operatorları əhatə etməkdir. 
Lakin məlumdur ki, üstlü  olmayan   nüvələrlə ümumiləşmiş Riss-Bessel 
potensialları (hətta adi Riss potensialları) ümumiyyətlə ,pL  fəzaları 
şkalasında  təsir göstərmirlər.  

Xardi-Litllvud-Sobolev bərabərsizliklərinin adi və yT
ümumiləşmiş sürüşməsi ilə üstlü  olmayan   nüvələrlə  Riss potensialları 
halına genişləndirilməsi ilk dəfə, uyğun olaraq,  S.K.Abdullayev və 
Z.A.Dəmirovanın və S.K.Abdullayev və B.K.Ağarzayevin işlərində 
aparılmışdır. 

Funksional fəzaların yeni şkalaları lokal cəmlənən funksiyaların 

p və  p  xarakteristikaları terminlərində təyin olunan fəzalar vasitəsilə 
təqdim oluna bilər. 

Klassik Furye Harmonik analizin inteqral operatorlarının p və 

 p  xarakteristikaları terminlərində öyrənilməsi başlanğıcını,birölçülü 
halda S.K.Abdullayev və A.Ə.Babayevin, Y.Q.Hüseynov və V.V.Salayevin 
işlərindən, çoxölçüçü halda isə S.K.Abdullayevin işlərindən götürür. 
 Bu tədqiqatlarda başlanğıc  nöqtə  müəyyən  sinifdən olan 
operatorun obrazının bu xarakteristikalarını proobrazın həmin 
xarakteristikaları ilə əlaqələndirən qiymətləndirmələrin qurulmasıdır. 
Furye-Bessel  Harmonik Analizin   operatorları üçün analoji  tədqiqatlar, 
ümumiləşmiş sürüşmə təkcə bir dəyişənə görə götürüləndə, ilk dəfə 
S.K.Abdullayev və N.R.Kərəməliyevin işlərində aparılmışdır. 

Dissertasiyada, xüsusi halda, bu nəticələr də ümumiləşmiş sürüşmə 
çox sayda dəyişənə görə götürülən  hala köçürülür.  

İşin məqsədi  
1.Xardi-Litllvud-Sobolev və Sobolev-İlyin bərabərsizlikləri 

tipligüclü və zəif  bərabərsizliklərinqurulması məsələsinin  adi və eləcədə 
Laplas-Bessel diferensial operatoru ilə assosiasiya olunmuş  ümumiləşmiş 
sürüşmə operatorunun doğurduğu ümumiləşmiş Riss və Bessel 
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potensialları, maksimal və kəsr-maksimal funksiyalar üçün   bir mövqedən 
tədqiqi. 

2. Xüsusi halda, Laplas-Bessel diferensial operatoru ilə assosiasiya 
olunmuş sinqulyar inteqral operatorları, Riss və Bessel potensiallarını, 
maksimal funksiyaları, kəsr–maksimal funksiyaları və Puasson 
inteqrallarını özündə saxlayankafi qədər geniş sinifdən olan subadditiv 
operatorların p və  p inteqral xarakteristikaların  terminlərində  təyin 
olunan Banax  fəzalarının yeni şkalalarında təsirinin öyrənilməsidir.   
 Elmi yenilik. Dissertasiya işində aşağıdakı əsas nəticələr 
alınmışdır: 
 Ümumiləşmiş kəsr–maksimal funksiyaları Riss və Bessel 
potensiallarını və başqalarını saxlayan, müəyyən sinifdən olan, adi və 
eləcədə Laplas-Bessel diferensial operatoru ilə assosiasiya olunmuş  
ümumiləşmiş sürüşmə ilə sanki monoton nüvəli, Riss potensialları tipli 
bükmə operatorları ilə majorantlanan,  subadditiv operatorların kafi qədər 
geniş sinfi daxil edilmiş və bu sinifdən olan operatorlar üçün ,pL  
fəzasından hər hansı Orliç fəzasına təsir göstərən operator kimi Xardi-
Litllvud- Sobolev və Sobolyev-İlyin bərabərsizlikləri tipli güclü və zəif  
bərabərsizliklər haqqında teoremlər isbat olunmuş və onların dəqiqliyi 
göstərilmişdir. 
 subadditiv operatorların, xüsusi halda Laplas-Bessel diferensial 
operatoru ilə assosiasiya olunmuş sinqulyar inteqral operatorları, Riss və 
Bessel potensiallarını, maksimal funksiyaları, kəsr – maksimal funksiyaları 
və Puasson inteqrallarını da özündə saxlayan,kafi qədər geniş sinfi və 
eləcədə lokal inteqrallanan funksiyaların p və  p inteqral 
xarakteristikaları  daxil edilmiş və onların terminlərində, daxil edilmiş  
sinifdən olan, operatorun obrazının və  proobrazının həmin 
xarakteristikalarını  əlaqələndirən qiymətləndirmələr alınmışdır. 
 p və  p  xarakteristikaları ilə bağlı, xüsusi halda uyğun olaraq həm 
monoton artan və həm də monoton azalan çəki ilə  çəkili fəzalara  və 
eləcədə Morri tipli fəzalara gətirənqurmalar aparılır və belə fəzaların 
şkalalarında daxil edilmiş  sinifdən olan operator üçün məhdudluq haqqında 
teoremlər isbat olunmuşdur. 

Tədqiqatların ümumi metodikası. Dissertasiyada funksiyalar 
nəzəriyyəsi və funksional analizin, harmonik analizin inteqral operatorları 
nəzəriyyəsi, potensiallar nəzəriyyəsinin metodları tətbiq olunur. 
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 Nəzəri və praktiki dəyəri. Dissertasiyada alınmış nəticələr nəzəri 
xarakter daşıyır. Onlar Furye və Furye-Bessel Harmonik Analizin müxtəlif 
məsələlərində istifadə oluna bilər. 
 İşin aprobasiyası. Dissertsiyanın nəticələri aşağıdakı seminarlarda 
məruzə və müzakirə edilmişdir. BDU-nun “Riyazi analiz kafedrasının 
seminarlarında (prof. S.K.Abdullayev), AMEA Riyaziyyat və Mexanika 
İnstitutunun “Riyazi analiz” şöbəsinin seminarlarında (AMEA-nın müxbir 
üzvü, prof. V.S.Quliyev). Dissertasiyanın nəticələri müəllif tərəfindən 
həmçinin Ümummilli lider Heydər Əliyevin anadan olmasının 91 illiyinə 
həsr olunmuş “Riyaziyyat və mexanikanın aktual problemləri” adlı 
respublika elmi konfransında (Bakı, 2014), AMEA Riyaziyyat və 
Mexanika İnstitutunun 55 illiyinə həsr olunmuş beynəlxalq konfransda, 
BDU-nun 95 illiyinə həsr olunmuş “Riyaziyyat və mexanikanın aktual 
problemləri” adlı respublika elmi konfransında (Bakı, 2014), Ümummilli 
lider Heydər Əliyevin anadan olmasının 92 illiyinə həsr olunmuş 
“Riyaziyyat və mexanikanın aktual problemləri” adlı respublika elmi 
konfransında (Bakı, 2015), MADEA-7 beynəlxalq konfransında 
(Bakı,2015), Əmir Həbibzadənin anadan olmasının 100 illiyinə həsr 
olunmuş “Funksional analiz və onun tətbiqləri” adlı respublika elmi 
konfransında (Bakı,2016) , akademik Akif  Hacıyevin anadan olmasının 80 
illiyinə həsr olunmuş “Riyaziyyat və mexanikanın müasir problemləri” 
beynəlxalq konfransında (Bakı,2017)  məruzə edilmişdir. 

Nəşrlər. Dissertasiyanın əsas nəticələri müəllifin 16 çap olunmuş 
işində dərc olunmuşdur, siyahı avtoreferatın sonunda verilmişdir. 

İşin strukturu və həcmi. Dissertasiyanın  həcmi   132  səhifədir. 
Dissertasiya işi girişdən, üç fəsildən və 102 adda ədəbiyyat siyahısından 
ibarətdir. 
 

İŞİN MƏZMUNU 
 

       Girişdə mövzunun aktuallığı əsalandırılır, dissertasiya mövzusu 
iləbağlı nəticələrin qısa tarixi  şərhi verilir və dissertasiyanın əsas nəticələri 
şərh olunur. 
      Birinci fəsildə adi və eləcədə Laplas-Bessel diferensial operatoru ilə 
assosiasiya olunmuş  ümumiləşmiş sürüşmə ilə sanki monoton nüvəli Riss 
potensialları tipli bükmə operatorları ilə majorantlanan subadditiv 
operatorlar üçün Xardi-Litlvud-Sobolev və Sobolev-İlyin bərabərsizlikləri 



8 
 

tipli zəif və güclü bərabərsizliklərin alınmasi məsələsi tədqiq olunur. 
   Bu fəslin birinci paraqrafında dissertasiya işində istifadə olunan əsas 
anlayışlar və Xardi-Litlvud-Sobolev və Sobolev-İlyin bərabərsizlikləri tipli 
zəif və güclü bərabərsizliklərin  doğru olduğu  subadditiv operatorlar  sinfi 
daxil edilmişdir.   

Tutaq ki, lR  - l ölçülü Evklid fəzası və 0, km   tam ədədlərdir, 
1 kmn ,  

},...,1,0:),...,{( 1, kixRxxR im
km

kmkkm  




 , m

m RR 
 0,0 . 
















km

i
ii

kmkmmm
y

d

yxyxyxucxuT

im

kkn

1

1

0
11

0

sin

)),(,...,),(,(...))((
1,











 

kkmB ,
 -Laplas-Bessel  operatorunun doğurduğu ümumiləşmiş 

sürüşmə operatorudur (ÜSO), burada mRyx , , 
),...,,( 1 kmm xxxx  ,  ),...,,( 1 kmm yyyy  , 

  Ckiyyxxyx imiimimimiimim ,,...,1,cos2),( 22   -
normallaşdırıcı vuruqdur. 

Bundan sonra 






 

k

i
imknkkmkmmkn R

1
,,1, ,),...,,0,...,0(  , 

və eləcə də , əgər 
 kkmRy ,  olarsa, 

km
km

m
m

km

i

i
i

kn yyyy 








  

1
1

1

, ,  dyyyd kn
kn

,
, )(    

götürəcəyik. 

kn, ifadəsində n bu vektorun ölşüsünü k  isəonun  müsbət 
koordinatlarının sayını göstərir. 

Qeyd 1. Əgər 0k  olarsa, hesab edəcəyik ki,

,)0,...,0(,
m

kn R )()(
,

xyfxfT y
kn

  - adi sürüşmədir  və 

dyyd kn )(, . 



9 
 

 knRG , ölçülən çoxluq və 1p olduqda   
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onda ss km ,  elə tam ədədlərdir ki, mms 0 ,  və
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sksskiisks R ,1, ),...,,0,...,0(  ,
skiisks   ...1, , 

ski

skim
i

im
sks

s yyy

 ...1

1
, , . 

Bu işarələmələrlə eləcədə 

ss mmm  , , 


 
sksksmsks RR ,, , .,,





 

ssss kkmkksn RR

götürürük. Sonra 
sksn  , sksny  , və )(, yd

sksn   uyğun olaraq, 

,( ,, skskn   ), sksn  , kmmkn
kmm yyy 

  ...1,
1

sksnsks yy 
 ,,  və 

)(,,, yddd
ss ksnkskn   bərabərlikləri ilə təyin olunurlar.

 
 Tərif 2. Müsbət )(tg  funksiyası   ∞;0⊂ X  çoxluğunda o 

zaman sanki azalan (sanki artan) adlanır ki,  elə )0(0  
gg cc  sabiti 

var ki, istənilən ,,, 2121 ttXtt   üçün 
)( 2tg ))()(()( 211 tgctgtgc gg

  . 
Tərif 3. Tutaq ki, )0,1()~( ,,   ppp  elə 

)∞,0(→)∞,0(:   funksiyalarının çoxluğudur ki, )(t  artır (sanki 

artır),   )(/p- tt    azalır (sanki azalır) və kiçik 0  üçün  



0
dtt

inteqralı yığılır. 

kks 0

ss kks iiimimkmmnn  ...},,...,{},...,1{},...,{ 111

sksm imimjjs dydydydyyd  ......
11

ydyd sssk
ssk

s
,

,
 

ss kkk 
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Aşkardır ki,  ,1,,1,
~~,  pp və əgər  ,

~
p -dirsə,   

)()2( tCt   .  
 Tərif 4. A operatoru o zaman subadditiv adlanır ki,  istənilən 

0,   vəistənilən f  və g  funksiyaları üçün  

.))(())(())(( xgAxfAxgfA    
 Tərif 5. Əgər A subadditiv operatoru 
1)  )( ,, ,


 kkmp RLf

kn  
olduqda sanki bütün   

 kkmRx , ,   üçün )(xAf  

var;  
2)  elə  ,

~
p  və 0C  var ki, 

    ),()()( ,
)( ,

,

ydyyxfTCxAf kn
km

R

y kn

kkm

 





  

şərtlərini  ödəyərsə deyəcəyik ki, A operatoru )~,( ,,  pkn pK    sinfinə 

daxildir. 
Tutaq ki,  ,

~
p , knkm ,  .  

Onda )~,( ,,  pkn pK   sinfinin tərifindən bilavasitə çıxır ki, 

1.Ümumiləşmiş Riss potensialı 

   yxfTxfI
kkmR

y
B  





,

)())(( )(,
)( , ydy kn

km kn 
 

2.Ümumiləşmiş Bessel potensialı  

  )()()())(( ,

,
,

ydyGxfTxfJ kn

kkmR
kn

y
B 


 




  






 












decxG
x

km

2

4

0
2)(

21 )()(


  , 


c  elə normallaşdırıcı vuruqdur  ki, 1

,1




G . 

3.  Ümumiləşmiş B -kəsr-maksimal funksiya  
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 ydxfT

rB

rB
xfM kn

rB

y

r
kn

kn

kn ,
),0(

1

0
)(

),0(

),0(
sup)(

.

,

,









 


  




 CrdtttCydrB

r
km

rB
kn

kkm

kn
  

0

1

),0(
,

,

,
)(),0( , 

)~,( ,,  ppK
kn

 sinfinə daxildirlər. 

Bölmə 1.2.-də )~,( ,,  ppK
kn

  sinifindən olan operatorlar üçün 
Xardi-Litlvud-Sobolev bərabərsizlikləri tipli bərabərsizliklərin doğruluğu 
haqqinda əsas teorem isbat olunur. 
 Тeorem 1. Tutaq ki,   p1  və  )~,( ,,  pkn pKA  , 

knkm ,  . Onda elə  N - funksiya   var ki, 

0,1)(11 1

0
/

11 












   r

r
Cdt

t
t

rr
C a

r

pa



 

burada, 1  funksiyası   -nin tərsidir,   )~,( ,,  pkn pK   sinfinin 

tərifindəki funksiyadır, C - isə r -dən asılı olmayan sabitdir. 

)a  əgər 1p , onda  ,,0 ,,,

 kkmknp RLfC   

knpLkkmR
kn

L fCAf
,,),(

, 



 ; 

)б  əgər 1p , onda   0,,0 ,,,1  
  kkmkn RLfC ,  

.)(

11

1
,}2)(:{




 















































kn
L

xAfx
fcxd

 
  

Teoremin dəqiqliyini göstərən misal göstərilmişdir 

Qeyd edək ki,  stt )( ,  kmas0 olarsa, 
BI  - s

tərtibli Riss potensialı , 
BJ - s tərtibli Bessel potensialı, )(xfM 

 isə  



13 
 

)(xfM s
  

B-kəsr-maksimal funksiyasıdır  ( əgər 0k olarsa, 
BI  və 

BJ
uyğun olaraq adi Riss və Bessel potensiallarıdır ). 

Bu fəsildə bölmə 1.3.-də )~,( ,,  ppK
kn

  sinifindən olan 
operatorlar üçün Sobolev-İlyin bərabərsizlikləri qurulur. 

Aşağıdakı işarələməni daxil edək: 

,,, ss ksks sa  pa
kap

sks

ss
ttt ,)()(,,
 . 

İsbat olunur: 
 Тeorem 2. Tutaq ki,  p1 , 0,0  mk , 2 kmn , 

)~,( ,,, knpkn pKA    və  uyğun funksiyadır. Əgər }1,...,1{  kms , 

mms 0 , kks 0 və
sksapsksnap ,,,,

~ olarsa elə N -

funksiya sp, var ki, 

0,)(~)( 0
1

,,
,,1

,   


 rdtttrr r
sksnap

psksasksa
sp  , və 

)a  Əgər 1p , elə 0C  varki )( ,,,

 kkmknp RLf  və 



sksns Rx , üçün  )(),)(( ,,,),(,

,


  kkmknp

sksRsp
sks

L
s RfCxAf 



, 

)б  elə 0C var ki,  ixtiyari )( ,,,1
 knkn RLf   funksiyası və hər bir

0  və 

sksns Rx ,  üçün   

11

),(,,1,1
}2),)((:{

)(




 


































knRknLs
xsAfx

fcxd


 
 . 

       İkinci fəsildə harmonik analizin inteqral operatorlarının funksiyaların 
lokal xarakteristikaları terminlərində təyin olunmuş fəzalarda məhdudluğu 
məsələsinə baxılır.  
 2.1-də bəzi təriflər, işarələmələr və əlavə məlumatlar daxil edilir. 
Operatorların daha geniş sinfinin bir mövqedən öyrənilməsi məqsədilə

),(, qpK kn  sinfi daxil edilir 
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 Tərif 6. Tutaq ki, .1  qp  Əgər  

)()(: ,,,,,,
  knknqknknp RLRLA   

məhduddursa və    kompakt daşıyıcılı hər 

bir )( ,,,
 knknp RLu    funksiyası üçün, 

puxydxuTycxAu

kkmR
kn

y
kn

sup,)()()(

,

,,
 







  , 

doğrudursa,deyəcəyik ki, A operatoru ),(, qpK kn , sinfinə daxildir. 

qp   halında, ),(, qpKA kn operatoru sinqulyar da ola bilər.    

knB ,  - Puasson inteqralı: 

  df

kn xfU )(,

)())((sup ,,
,

2
,1

22

0
ydxfTytt kn

y
kn

kkmR

knkm

t

















 

 

və knB ,  - maksimal funksiya:      







),0(
,,

1
,0

, )()(),0(sup)(
rB

kn
y

knknr
kn ydxfTrBxfM  , 

1p  olarsa ),(, ppK kn sinfinə daxildirlər. 

 Eləcədə,  
BI , 

BJ , 
 kn

M
,

),(, qpK kn , əgər  qp1

stt )( və   









qp
kms kn

11
, .  

 2.2-də funksiyaların )(
,,

xs
knp  xarakteristikaları terminində təyin 

olunmuş fəzalar halına baxılır və əsas teoremlər verilir. 
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},...,1{ kms  olduqda, )(,, xA sknp   
ilə 

 kkmR ,   çoxluğunda ölçülən və 

hər bir 0  üçün }):({ ,,,   
 xRxL skkmknp  –yə daxil olan 

funksiyalar çoxluğunu işarə edirikvə   .,, ps
skssp    

)(,, xAu sknp  funksiyası üçün 

,)()(),(

1

}:{
,

)(
,

,

,

p

xRx
kn

px
p

skkm

s

kn
xdxuu












 
 

 
  0 , 

xarakteristikasını və  













 
 0,),(:)()(

0

)(
,

1
,, ,

,
,,







 dttutxAuxJ x
pspsp
s

kn
sp

knkn

çoxluğunu daxil edək. 
 Tərif 7.  Mənfi olmayan )(t ,  t0 , funksiyası N çoxluğuna 
daxildir, əgər 0  kiçik olduqda  sanki  bütün  ,0t  üçün 0)( t və

0   üçün  dtt



0
)(

 

inteqralı yığılır. 

 Tutaq ki,  p1 və N .  



















 



 
0

)(
,,

)(
,,

)(
,, )(),()(:.)( duIuизмuI

p
xs

knp

dfp
xs

knp
xs

knp

 
fəzasını daxil edək. 
 Tutaq ki 































 

p

G
kn

p
knpknp ydyyfGLfизмfGL

1

,,,,, )()()()(::.):(  

)( y  çəkisi ilə )(
,, GL
knp   fəzasıdır.

 2.2-nin əsas nəticələri aşağıdakı iki teoremlə verilir. 
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Teorem 3. Tutaq ki, ),(, qpKA kn , },...,1{ kms   və u
)(,, xJ sknp  . Onda sanki bütün 

 kkmRx , -lər üçün ))(()( xuAx v

var və 

 
 




 
0

)(
,,

1,,)(
,, 0,),(),( dttutc xs

knp
spspxs

knq v  

bərabərsizliyi doğrudur, burada c sabiti u və -dən asılı deyil. 

Teorem 4. Tutaq ki,  qp1 , ),(, qpKA kn , N, ,

},...,1{ kms   və aşağıdakı şərt ödənir 





























  




pp
spp

qq
qsp

t
dd

1

0

),1(1
1

0

1,

0
)()(sup 



 
Onda A operatoru )()(

,, 
xs

knpI fəzasından )()(
,, 

xs
knqI fəzasına təsir edir və 

)(:)(: )(
,,

)(
,,  

xs
knp

xs
knq IAucIAu  , 

bərabərsizliyi doğrudur,  harada ki, c sabitiu funksiyasından asılı deyil. 

Bu  teoremlərin    isbatları  2.4.-də  verilir.  Bu məqsədlə 2.3-də  )(
,,

xs
knp   

xarakteristikaları terminlərində  nöqtəvi və inteqral   bərabərsizliklər 

qurulur. Sonra N  və  
tp dt 0)(  , 0t , olduqda 

  
 kkmsp

x
p RxLI s

kn ,,
)(

, ,)(
,

  və uyğun normaların  ekvivalent olması 

faktından istifadə edərək, ),(, qpKA kn operatorunun, 1,,, qp  

üzərinə müəyyən şərtlər daxilində,   
 kkmsp RxL ,, , fəzasından 

  
 kkmsq RxL ,1, , fəzasına məhdud təsir etməsi haqqında teoremi 

alırıq. 
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2.2, 2.3, 2.4-də aparılan tədqiqatlar  2.5, 2.6 və 2.7-dəfunksiyaların 
)(*
,,

xs
knp  xarakteristikaları terminində aparılır.  2.5-də  əsas teoremlər 

verilir.Əvvəlki hala analoji olaraq 

,)()(),(

1

}:{
,

)(* ,

,

,

p

xRx
kn

px
p

skkm

s

kn
xdxuu












 
 

 
  0  

xarakteristikası daxil edilir və ),(
,

qpKA
kn

 olduqda ))(()( xuAx v
üçün

 











  0,),(),( )(*

,,
)1*,(*,)(*

,, dttutc xs
knq

sqsqxs
knq v , 

qiymətləndirməsi alınır,  burada c sabiti u  və  -dən asılı deyil, və 

  qs
skssq ,

*
,   . 

 Qeyd edək ki, bu qiymətləndirmə bütün koordinatlara görə adi 
sürüşmə halında da yenidir. Bu qiymətləndirmələr əsasında 

),(, qpKA kn operatoru 

 






  




0

)(
,

)(
,

)(
, )(),()(:.)(

,,,
  duIuизмuI

px
p

dfpx
p

x
p

s

kn

s

kn

s

kn

 
fəzalar şkalasında və 

  
 kkmsp

xs
knp RxLI ,,

)(*
,, ,)(   




t

p dt  )()( , 0t . 

olduğunu nəzərə alaraq eləcədə monoton azalan çəkilərlə  
  

 kkmsp RxL ,, , fəzaları şkalasında öyrənilir.  
 Fəsil II –də daxil edilmiş xarakteristikalar terminlərində alınmış 
qiymətləndirmələr  elə bu xarakteristikaların terminlərində təyin olunmuş, 
biri də Morri tipli fəzalar olan, Banax fəzalarının  müxtəlif şkalalarında 
operatorların oyrənilməsində istiqamətverici nöqtədir. Fəsil III bu məsələyə 
həsr olunmuşdur. 
 Bu fəslin əsas nəticəsini verək. 
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     Teorem 5. Tutaq ki,  qp1 , ),(, qpKA kn və

pn kn  )(0 , .Onda,  

1) u

p

tx
kn

t
cCxdxut 















1

,
0

)()(sup 
 ,  olarsa 

u

q

tx
kn

q

t
cCxdxAut 















1

,
0

)()(sup  , 

burada c  sabiti u  funksiyasından  asılı deyil; 

2) 0)()(lim
1

,0


















p

tx
knt

xdxut  olarsa, 

0)()(lim
1

,0


















q

tx
kn

q

t
xdxAut 

. 

Eləcədə ,  0)( ,   qn kn  olduqda      

1) u

p

tx
kn

t
cCxdxut 















1

,
0

)()(sup 

 

olarsa, 

u

q

tx
kn

q

t
cCxdxAut 















1

,
0

)()(sup 
, 

burada c  sabiti u  funksiyasından  asılı deyil; 

2) 0)()(lim
1

,0


















p

tx
knt

xdxut 
olarsa, 
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.0)()(lim
1

,0


















q

tx
kn

q

t
xdxAut 
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ЭЛЬЧИН АЛИ оглы МАМЕДОВ 

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ ГАРМОНИЧЕСКОГО 
АНАЛИЗА В ПРОСТРАНСТВАХ ОПРЕДЕЛЕННЫХ В 

ТЕРМИНАХ ЛОКАЛЬНЫХ ХАРАКТЕРИСТИКАХ ФУНКЦИЙ 
РЕЗЮМЕ 

 Диссертационная  работа посвящена изучению основных 
интегральных операторов гармонического анализа Фурье-Бесселя.  
   В диссертации работе получены следующие основные результаты: 
1.Введен достаточно широкий  класс субаддитивних операторов, 
содержащий обобщенных дробно-максимальных функций, 
потенциалов Рисса и Бесселя и других, мажорирующихся 
операторами из определенного класса интегральных сверток типа 
потенциалов Рисса, с почти монотонными  ядрами, порожденными 
операторами как обычного, так и обобщенного сдвига, 
ассоциированного с дифференциальным оператором Лапласа-Бесселя. 
И для операторов этого класса доказаны теоремы о сильных и слабых 
неравенств типа неравенств Харди-Литтлвуда-Соболева и Соболева-
Ильина как для операторов из ,pL пространства в некоторое 
пространство Орлича  и показана их точность. 
 2.Введены, достаточно широкий класс субаддитивних операторов, 
содержащий, в частности, основные интегральные операторы 
гармонического анализа Фурье-Бесселя, как сингулярные 
интегральные операторы, потенциалы Рисса и Бесселя, максимальные 
функции, дробно-максимальные функции, интегралы Пуассона, 
а также введены интегральные характеристики   и  , локально 
интегрируемых функций, в терминах которых установлены оценки, 
связывающие те же характеристики образа и прообраза операторов из 
введенного класса. 
3.Проводятся конструкции связанные с  характеристиками  и  , 
которые в частности, приводят к весовым ,pL пространствам как с 
монотонно возрастающими, так и монотонно убывающими весами 
соответственно, а также к  пространствам типа Морри, и 
доказываются теоремы об ограниченности в шкале таких пространств, 
для операторов из введенного класса.  
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ABSTRACT 
 
 The work is devoted to study  of main integral operators of Fourier-
Bessel harmonic analysis. The following main results were obtained: 
 A rather wide class of subadditive operators containing generalized 
fractional-maximal function, the Riezs and Bessel potentials, majorized by 
the operators from the definite class of Riezs potentials type integral 
convolutions, with almost monotone kernels generated by both ordinary 
and generalized shift, associated with the Laplace-Bessel differential 
operator, was introduced and for the operators of this class, theorems on 
strong and weak inequalities of Hardy-Littlwood-Sobolev and Sobolev-Ilin 

type as for operators from the ,pL  space  to some Orlicz space  were 
proved and their accuracy was shown.  
 A rather wide class of subadditive operators containing in particular 
main integral operators of Fourier-Bessel harmonic analysis, as singular 
integral operators, the Riesz and Bessel potentials, maximum function, 
fractional-maximum functions, Poission integrals and also estimations 
connecting the same  were introduced.  

 The constructions connected with characteristics   and  , that 

in particular reduce to weight spaces ,pL
 

both with monotonically 
increasing and monotomically decreasing weight, respectively, and also to 
Morrey type speces and theorems on boundedness in the scale of such 
spaces were proved for the operators from the introduced class. 

 
 
  

 


