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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 



Актуальность работы: Теория устранимости компактов 
решений краевых задач для вырождающихся уравнений в частных 
производных второго порядка с неотрицательной 
характеристической формой в разных функциональных 
пространствах представляет собой в настоящее время интенсивно 
развивающийся раздел математики. Отметим, что стимулом 
подобным исследованиям служит не только внутренняя логика 
развития теории уравнений в частных производных и исследования 
в данном направлении является возможность использования 
полученных результатов в изучении различных прикладных 
задачах математической физики. К ним можно отнести 
многочисленные задачи электростатики, теплопередачи, теории 
фильтрации жидкостей и газа через пористую среду, Броуновского 
движения, теории Марковских процессов и т.д.  

Одним из важных вопросов в качественной теории краевых 
задач для уравнений в частных производных является теория 
устранимости компактов решений краевых задач. 

Предлагаемая диссертация посвящена изучению условий 
устранимости граничных компактов решений первой и второй 
краевой задачи для некоторых классов эллиптических и 
параболических уравнений 2-го порядка в пространствах весовых 
гельдеровых функций, и в весовых Соболевских пространства. 
Получены достаточные условия устранимости компакта в 
пространстве весовых гельдеровых функций, в весовом  
Соболевском пространстве в терминах меры Хаусдорфа для 
некоторого класса вырождающихся квазилинейных уравнений. В 
этой области отметим важные работы Л. Карлесона, Е.М. Ландиса, 
В.Г. Мазьи, Е.И. Моисеева, С.В. Гайденко, Ю.В. Егорова, А.И. 
Новрузова, И.Т. Мамедова, В. Кайзер, Б.Мюллера, Г.Е. Шилова, 
Б.Л. Гуревича, B.E.J. Dahlberg, R. Harvey, J. Polking, D. Gilbarg, N.S. 
Trudinger, Т.С. Гаджиев и др. 

Как показано в работах У. Хейман, П. Кеннеди в случае 
оператора Лапласа для устранимости компакта необходимо 
обращение в нуль его виперовской емкости. Условия устранимости 
компактов в классе ограниченных функций относительно 
недивергентных эллиптических операторов  с разрывными 
коэффициентами было получено Е.М. Ландисом. Им было 
доказано, что для устранимости компакта достаточно обращение в 
нуль его риссовской емкости. Вопрос о нахождении условий 
устранимости компакта в пространстве гельдеровых функций 

оказался значительно более сложным. А именно Л. Карлесон в 
своей работе установил, что в случае оператора Лапласа для 
устранимости компакта в пространстве ,0C  необходимо и 
достаточно обращения в нуль его Хаусдорфовой меры.  

Этот результат для квазилинейных уравнений был доказан 
T.Kilpelainen, X. Zong,  а для вырождающихся квазилинейных 
уравнений был показан T. Makolainen. Для этого он ввел понятие 
весовой Хаусдорфовой меры.  

Цель работы: Исследование вопросов устранимости 
компактов относительно некоторых классов вырождающихся 
эллиптических и параболических уравнений 2-го порядка в 
различных функциональных пространствах. 

Общая методика исследования: В работе использованы 
методы качественной теории уравнений с частными производными, 
функционального анализа, нелинейного анализа. 

Научная новизна: В диссертации исследованы устранимые 
компакты решений различных краевых задач для вырождающихся  
линейных и квазилинейных эллиптических и параболических 
уравнений 2-го порядка. Даны достаточные условия устранимости 
компакта в терминах меры Хаусдорфа. Получены следующие 
новые результаты:  

 •  получены  условия  устранимости компактов для решений 
линейных вырождающихся  недивергентных эллиптических  
уравнений; 
         •  получены условия устранимости компактов для решений  
вырождающихся  квазилинейных   дивергентных   эллиптических 
уравнений; 
          •  получены условия устранимости компактов для    решений    
вырождающихся линейных    параболических недивергентных 
уравнений; 
         •  получены также условия устранимости компактов для 
решений вырождающихся квазилинейных дивергентных 
параболических уравнений. 
 Теоретическая и практическая ценность: Результаты 
работы носят теоретический характер. Полученные результаты 
могут быть использованы в изучении различных прикладных задач 
математической физики.  

Апробация работы: Основные положения 
диссертационной работы докладывались и обсуждались в рамках 
III Международной конференции, посвященной проблемам 



кибернетики и информационных технологий, ИММ НАН 
Азербайджана, (Баку, 2010); II Республиканской научной 
конференции по математике и механике, (Баку, 2010); Турецко-
украинской научной конференции, (Мерсин, 2012), XXI 
Международной конференции по проблемам принятия решений в 
условиях неопределенности, (Схидница, Украина, 2013). 
 Публикации: По теме диссертации опубликованы  10 
работ, список которых которых приведен в конце автореферата. 
 Структура и объем диссертации: Диссертационная работа 
состоит из введения, двух глав и изложена  на 129 страницах. 
Список литературы включает 68 наименований. 

 
СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 

 
Диссертационная работа состоит из введения и двух глав.  
Во введении обосновывается актуальность темы, дается 

краткий обзор полученных результатов, связанных с темой 
диссертации и излагаются основные результаты диссертации.  

Прежде чем сформулировать основные результаты 
диссертации, условимся в следующих обозначениях и 
определениях.  

Пусть nE  означает n мерное евклидово пространство 

точек  ,,...,1 nxxx  D  замыкание области D  в nE , D  

граница области ,D DE   некоторый компакт,  DC ,0  
пространство Гельдеровых функций заданных на D ; 1nR  -

 1n -мерное евклидовое пространство точек 
   .,,...,, 1 txxtx n  Рассмотрим цилиндрическую область 

 ,,0 TQT  T0  где nR , 2n  ограниченная 
область,  -ее граница.  

Пусть 0E  некоторое компактное множество, лежащее на 
 ,  TEE ,00  ,   0,:,0  txtxQ ,   0QQT   

  T,0   параболическая граница TQ ; D  ограниченная 
область в nE  и  1,0 -некоторое число. Обозначим через 

 DC 


,0 банахово пространство функций  xu  заданных на D  с 
конечной нормой 
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где  x  весовая функция, удовлетворяющая условию 
Макенхаупта. Дадим определение p , класса Макенхаупта 
для  p1 .  

 Функция  n
loc RL ,10   называется pA -весом в смысле 

Макенхаупта, если существует константа 0C  такая, что 
  

 
 

 

для всех кубов nRQ с стороной параллельной к оси абцисс. 

Наименьшая константа C  называется pA -константой  . Через 

 1
,0 ,DC 

  обозначим замыкание функций из  DC  

превращающихся в ноль вблизи 1  в норме  DC 


,0 . 
 Пусть D - ограниченная область, расположенная в n -
мерном евклидовом пространстве nE  точек  nxxx ,...1 , 

,3n D  ее граница. 1L  равномерно эллиптический оператор 2-го 
порядка коэффициенты которого определены в D . Рассмотрим в 
D следующую краевую задачу 

   
 ,0;\,0 \1   EDuEDxuL    ,,0 DCxu 

         (1)  
 

где E  некоторое компактное множество лежащее на D . 
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 Определение 1. Компакт E  называется устранимым 
относительно оператора 1L  в пространстве,  DC 


,0 если задача 

(1) имеет только тривиальное решение, т.е.   0xu  в D . 
 Можно дать аналогичное  определение для других краевых 
задач и для параболического оператора. 
 Пусть TQ  ограниченная область в 1nR . Обозначим через 

 TQC 


,0
 банахово пространство функций  txu ,  заданных на TQ  

с конечной нормой.  
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Другими словами это пространство функций удовлетворяющих в 
области TQ  равномерному условию Гельдера (в параболическом  
смысле) с показателем  1,0 . Теперь дадим определение 
устранимости компакта. 
 Рассмотрим в TQ  равномерно параболический оператор 
второго порядка и следующую краевую задачу для него 

       TEQT QCtxuuEQtxuL
T




,0
\2 ,,0;\,,0   ,     (2) 

где E  некоторый компакт. 
 Определение 2. Компакт E  называется устранимым 
относительно оператора 2L  в пространстве  TQC 


,0 если задача 

(2) имеет только тривиальное решение, т.е.   0, txu  в TQ . 
 Аналогично определяется устранимость граничного множества 
относительно второй краевой задачи и смешанной краевой задачи. 
 Дадим определение меры Хаусдорфа.  
 Определение 3.  Пусть H  ограниченное множество. 
Множество H  покрываем шарами радиуса ,vr  где .vr   
 Число определяемым таким образом 
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называется мерой Хаусдорфа множества H .  
Обозначим через  zBR  и  zS R  соответственно шар 

 Rzxx :  и сферу  Rzxx :  радиуса R  с центром  в 

точке ;nEz через  Am s
H  будем обозначать меру Хаусдорфа 

множества A  порядка .0s  
Обозначим через    DW x

1
,2   банахово пространство 

функций  ,xu  заданных на D , с конечной нормой 
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и пусть  DW
1

,2

0

 -пополнение  DC 0
  по норме пространства 

 DW 1
,2  . 

 Перейдем к формулировке основных результатов 
диссертации.  
В первой главе диссертации рассматривается достаточное условие 
устранимости компакта относительно эллиптических уравнений 
второго порядка в пространстве  .,0 DC 

  
 В 1.1 рассматриваем задачу Дирихле для недивергентного 
эллиптического уравнения второго порядка. Находится достаточное 
условие устранимости компакта относительно этого уравнения в 
пространстве весовых Гельдеровых функций. 
 Рассмотрим в nED   следующую краевую задачу для 
вырождающегося эллиптического уравнения   
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предположив, что относительно его коэффициентов выполнены 

условия:   xaij действительная симметрическая матрица, 

причем 
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и 00 b -константы.  
 Доказывается, что для устранимости компакта E  
относительно задачи (3) в пространстве  DC 


,0  достаточно, чтобы 

                                                   .02  Emn
H

                                   (7)   
В 1.2 рассматривается вырождающееся дивергентное 

квазилинейное эллиптическое уравнение второго порядка, старшие 
коэффициенты которого удовлетворяют равномерному условию 
Липшица. 

Рассмотрим в D  краевую задачу  
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,0\  EDu  

коэффициенты которого удовлетворяют условиям (4)-(6), а также 
условию 

 

      ,,, 2uxuguuxb       ,
0


a

duugx a . (9) 

 Теорема 2. Пусть D -ограниченная область в nE , DE  -
некоторый компакт. Если относительно коэффициентов 
оператора L  выполнены условия (4)-(6), (9), то для устранимости 

компакта E относительно задачи (8) в пространстве  DC 


,0  
достаточно, чтобы 

  .02  Emn
H

  
 В 1.3 рассматривается задача Неймана для вырождающихся 
недивергентных эллиптических уравнений второго порядка с 
младшими членами и доказывается достаточное условие 
устранимости компакта.  
 Рассмотрим в D следующую краевую задачу  
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1, 1
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Для этой задачи доказывается следующая теорема. 
 Теорема 3. Пусть D ограниченная область в 

,nE ,2n DE   некоторый компакт. Относительно 
коэффициентов выполняются условия (4)-(6). Тогда для 
устранимости компакта E  относительно задачи  (10) в 
пространстве  DC 


,0 , достаточно, чтобы 

  .02  Emn
H

  
В 1.4 рассматривается задача Неймана для вырождающихся 
квазилинейных эллиптических уравнений дивергентной структуры. 

 В ограниченной области ,nRD  3n  рассмотрим 
следующую краевую задачу, коэффициенты которого 
удовлетворяют условиям (4)-(6) и (9) 
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            (12) 

 
 Решение второй краевой задачи (11), (12) ищем в классе 

      .0;\,01
/2 kxuEDCDW 

   
 Теорема 4. Пусть D ограниченная область в 

,nE ,2n DE   некоторый компакт. Относительно 
коэффициентов выполняются условия (4)-(6), (9). Тогда для 
устранимости компакта E относительно задачи (11), (12)  в 

пространстве  DC 


,0 , достаточно, чтобы 

     .02  Emn
H

  
 В 1.5 и 1.6 рассматривается смешанная краевая задача для 
вырождающихся линейных недивергентных эллиптических 

.0\ 



 EDv
u



уравнений второго порядка, а также для квазилинейных 
эллиптических уравнений дивергентной структуры. Доказывается 
достаточное условие устранимости компакта.  
 Рассмотрим смешанную краевую задачу для 
вырождающихся недивергентных эллиптического уравнения 

второго порядка в ограниченной области 3,  nRD n  
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                                                     (14)   

где 1  и 2  такие два множества, что 21\  ED  и 
 21  , D  граница области ED,  некоторый компакт 

лежащий на D , а 
v


-производная по кoнормали.  

Относительно коэффициентов мы предположим, что они  
измеримы и выполняются условия (4)-(6). Решение смешанной 
краевой задачи (13), (14) ищем из класса    .\02 EDCDC   

 Теорема 5. Пусть D  ограниченная область в nE , 

,2n DE   некоторый компакт. Относительно 
коэффициентов выполняются условия (4)-(6). Тогда для 
устранимости компакта E относительно смешанной краевой 
задачи для задачи  (13) (14)  достаточно, чтобы 

                         .2  Emn
H    

 
Рассмотрим следующую смешанную краевую задачу для 
вырождающегося квазилинейного эллиптического уравнения 
второго порядка в ограниченной области ,e

nED   3n  
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Решение задачи (15) и (16) мы будем искать в классе  DW 1
,0,2   

  ,,,0 kuDC 


 
 где  DW 1

,0,2  это пространство функций 

превращающихся в 0  вблизи 1 . 

 Теорема 6. Пусть D  ограниченная область в nE , 

,2n DE   некоторый компакт. Относительно 
коэффициентов уравнения (15) условия (4)-(6), (9) выполняются. 
Тогда для устранимости компакта E относительно смешанной 
краевой задачи для уравнения (15), достаточно, чтобы 
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 Вторая глава диссертации посвящена вопросам 
устранимости компактов решений начально-краевых задач для 
параболических уравнений. Здесь рассматриваются задачи для 
вырождающихся недивергентных параболических уравнений 
второго порядка, а также задачи для вырождающихся 
квазилинейных параболических уравнений дивергентной 
структуры второго порядка. 
 В 2.1 исследуется вырождающееся недивергентное 
параболическое уравнение второго порядка. Найдено достаточное 
условие устранимости компакта относительно этого уравнения в 
пространстве весовых гельдеровых функций. 
 Пусть TQ  ограниченная область в 1nR с параболической 
границей  TQ . Рассмотрим следующее параболическое 
уравнение и краевую задачу для него 

 
 

(17) 

 

  .0\  EQT
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 Относительно коэффициентов предполагается, что они 
измеримые, ограниченные функции, удовлетворяющие следующим 
условиям 
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Здесь   1,,1,,1,0 knji  -постоянная; младшие коэффициенты 
измеримые в TQ  функции. 
 Теорема 7. Пусть  TQT ,0  цилиндрическая область в 

Tn QEnR  ,2,1 -некоторый компакт. Относительно 
коэффициентов выполняются  условия (19)-(21). Тогда для 
устранимости компакта E  относительно задачи  (17)-(18) в 
пространстве  TQC 


,0 , достаточно, чтобы 
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 В  2.2 рассматривается задача Дирихле для вырождающегося 
квазилинейного параболического уравнения дивергентной 
структуры. 
 Рассмотрим в области 2,1   nRQ nT  следующую краевую 
задачу для квазилинейного параболического уравнения второго 
порядка 
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Предположим, что  uutxb ,,,  удовлетворяет условию      
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 Теорема 8. Пусть  TQT ,0  цилиндрическая область 

в Tn QEnR  ,2,1 -некоторый компакт. Относительно 
коэффициентов выполняются  условия (19)-(21), (24). Тогда для 
устранимости компакта E  относительно задачи  (22)-(23)  в 
пространстве  TQC 


,0 , достаточно, чтобы 
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 В 2.3 и 2.4 были рассмотрены устранимые множества решений 
задачи Неймана для недивергентных параболических уравнений, а 
также для квазилинейных параболических уравнений дивергентной 
структуры. 
 В ограниченной области TQ  рассмотрим следующую краевую 
задачу для недивергентного параболического уравнения 
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где 
v
u



 производная  по конормали.  достаточно гладкая 

поверхность. 
 Теорема 9. Пусть  TQT ,0  цилиндрическая область в 

Tn QEnR  ,2,1 -некоторый компакт. Относительно 
коэффициентов выполняются  условия (19)-(21). Тогда для 
устранимости компакта E  относительно задачи  (25)-(26) в 
пространстве  TQC 


,0 , достаточно, чтобы 
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 В ограниченной области TQ  рассмотрим следующую краевую 
задачу для вырождающегося квазилинейного параболического 
уравнения дивергентной структуры 
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 Решения задачи ищутся в классе 
      .,0,,01

/2 ktxuQCQW TT 
   



 Теорема 10. Пусть  TQT ,0  цилиндрическая область 

в Tn QEnR  ,2,1 -некоторый компакт. Относительно 
коэффициентов выполняются  условия (19)-(21), (24). Тогда для 
устранимости компакта E  относительно задачи  (27)-(28) в 
пространстве  TQC 


,0 , достаточно, чтобы 
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 В 2.5 и 2.6 рассматривается смешанная краевая задача для 
вырождающихся недивергентных параболических уравнений 
второго порядка с младшими членами, а также для 
вырождающихся квазилинейных параболических уравнений 
дивергентной структуры. Доказывается достаточное условие, при 
котором компактное множество является устранимым 
относительно задачи с равномерно параболическим оператором. 
 Пусть 1  и 2  два таких множества, что 

  21\  EQT  и  21  . В TQ  
Рассмотрим следующую краевую задачу 
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 Решение смешанной краевой задачи (29), (30) ищем из 
класса    EQCQC TT \01,2

 . 
 Теорема 11. Пусть 2,1   nRQ nT  ограниченный 

цилиндр, TQE   некоторый компакт. Относительно 
коэффициентов выполняются условия (19)-(21). Тогда для 
устранимости компакта E относительно смешанной краевой 
задачи для уравнения (29) достаточно, чтобы 
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 В ограниченной области TQ  рассмотрим следующую 
краевую задачу для квазилинейного параболического уравнения 
дивергентной структуры 
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 Решение смешанной краевой задачи для квазилинейного 
уравнения (31) ищем из класса   TQW 1

/0,2   

    .,0;\,0 ktxuEQC T 
  

 Теорема 12. Пусть 2,1   nRQ nT  ограниченный цилиндр, 

TQE   некоторый компакт. Относительно коэффициентов 
выполняются условия (19)-(21), (24). Тогда для устранимости 
компакта относительно смешанной краевой задачи для уравнения 
(31) достаточно, чтобы 
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НАТƏВАН ГЯДИМ гызы МЯММЯДОВА 
 
 

АРАДАН ГАЛДЫРЫЛА БИЛЯН ЧОХЛУГЛАРА 
МАЛИК ЕЛЛИПТИК ВЯ ПАРАБОЛИК ТЯНЛИКЛЯР ВЯ 

ОНЛАРЫН ТЯГРИБИ ЩЯЛЛИ 
 

ХЦЛАСЯ 
 
 

Диссертасийа ишиндя 2-ъи тяртиб хятти вя квазихятти 
еллиптик вя параболик тянликляр цчцн гойулмуш сярщяд 
мясяляляриндя арадан галдырыла билян чохлуглар тядгиг 
едилмишдир. Щаусдорф юлчцсц бахымындан aradan qaldırila билян 
олмасы цчцн kаfi şərtляр мцяййян едилмишдир. Ашаьыдакы 
нятиъяляр алынмышдыр. 

 
•  xətti cırlaşan qeyri divergent elliptik  tənliklər  цчцn 

kompaktın aradan qaldırılması цчцn kafi şərtlər alınmışdır; 
•  kvazixətti  cırlaşan divergent elliptik  tənliklər  цчцn 

kompaktın aradan qaldırılması цчцn kafi şərtlər tapılmışdır; 
•   xətti cırlaşan qeyri divergent parabolik  tənliklər  цчцn 

kompaktın aradan qaldırılması цчцn kafi şərtlər alınmışdır; 
 •  kvazixətti  cırlaşan divergent parabolik  tənliklər  цчцn 

kompaktın aradan qaldırılması цчцn kafi şərtlər tapılmışdır; 
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The Removable Sets for elliptic and parabolic Equations and 
Their Approximate Solution. 

 
Summary 

In this dissertation, removable sets have been reaserched in 
boundary problems that are set for second order linear and quasi 
linear elliptic and parabolic equations. In terms of Hausdorf 
dimension, for its removability, sufficient results have been 
obtained. Followings are the results: is obtained 

 For lineаr degenerate nondivergent elliptic equations, of 
removabilty of compact, sufficient results have been obtained.  

 For quasiliner degenerate divergent elliptic equations, of 
removability of a compact, sufficient results have been 
obtained.  

 For lineаr degenerate nondivergent parabolic equations of 
removabiity of a compact, sufficient results have been obtained.  

 For quasiliner degenerate divergent parabolic equations of 
removability of a compact, sufficient results have been 
obtained.  

 
In this dissertation removable of kompact set for boundary value 
problem of second order linear and quasilinear elliptic and parabolic 
equations is investigated.          
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