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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
 

Актуальность темы. Идеи и методы теории потенциалов в 
настоящее время применяются не только в математической физике, но 
и в теории функций, в функциональном анализе, в теории 
вероятностей, в задачах теории приближений и в гармоническом 
анализе. При решении многочисленных краевых задач, 
встречающихся в теории дифференциальных уравнений с частными 
производными, в задачах теории аналитических функций, а также в 
задачах механики метод теории потенциалов имеет богатую историю 
и успешную практику. Свойства потенциалов Рисса были 
исследованы в работах М. Рисса, Г. Харди, Дж. Литтлвуд, С.Л. 
Соболева, И.М. Стейна, Г. Вейса, О.В.Бесова, П.И. Лизоркина, С.Г. 
Самко, В. Кокилашвили, Б. Рубин и др. Из азербайджанских же 
математиков в этом направлении результаты принадлежат авторам 
А.Д. Гаджиев, С.К. Абдуллаев, Е.Г. Гусейнов, Р.Г. Сейфуллаев, В.С. 
Гулиев, И.А. Алиев, Р.М. Рзаев и др. Изложение рядa свойств 
потенциалов Рисса содержатся в монографиях И.М. Стейна1, С.Г. 
Самко2 и Б. Рубин3. 

При исследовании вложения анизотропных пространств Соболева, 
а также регулярности решений квазиэллиптических уравнений и ряд 
других задач возникают анизотропные потенциалы Рисса свойства 
которых приходится изучать в разных функциональных 
пространствах. Свойства анизотропных потенциалов Рисса подробно 
приведено в монографиях О.В.Бесов, В.П.Ильин, С.М.Никольского4 и 
В.С.Гулиева5. 

Исследования, изложенные в данной диссертации, посвящены 
проблемам ограниченности анизотропного максимального оператора, 
______________________ 
1Стейн И. Сингулярные интегралы и дифференциальные свойства функций. 
М.:Мир, 1973, 342 с. 
2Самко С.Г. Гиперсингулярные интегралы и их приложения. Изд. 
Ростовского ун.-та, 1984, 208 с. 
3Rubin B. Fractional integrals and potentials. Addison Wesley Longman Limited, 
Essex, 1996. 
4Бесов О.В., Ильин В.П., Никольский С.М. Интегральные представления 
функций и теоремы вложения. М.: Наука, 1975, 480 с.   
5Гулиев В.С. Функциональные пространства, интегральные операторы и 
двухвесовые оценки на однородных группах. Некоторые приложения. Баку: 
Чашыоглы, 1999, с. 1-332. 
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анизотропного дробно-максимального оператора и анизотропного 
потенциала Рисса в анизотропных обобщенных пространствах Морри 
и в модифицированных анизотропных пространствах Морри. 

В связи с исследованием дифференциальных уравнений с 
частными производными в работах Морри стало необходимым 
изучение пространств с параметрами, которое в дальнейшем стали 
называть пространством Морри6 )(,

n
p RL  . В частности, им было 

получено широко известное условие гельдеровости функций из этих 
пространств.  

Гельдеровость решений квазиэллиптических уравнений изучены в 
работах Д. Джорджи, Е. Джусти, Л. Апкепуда, Р.В. Гусейнова, П.С. 
Филатова др. Отметим, что в работе Р.В. Гусейнова7 применяя 
теорему вложения Соболева-Морри, полученное в работе В.П. 
Ильина,8 изучил гладкость решений квазиэллиптических уравнений не 
требуя никакой гладкости от коэффициентов. А.М. Наджафов9 
применяя теорему вложения типа Соболева-Морри полученное в его 
работе, изучил гладкость решений квазиэллиптических уравнений. 

В диссертации, рассматриваются задачи об ограниченности 
анизотропного максимального оператора M , анизотропного дробно-
максимального оператора  ,M  и анизотропного потенциала Рисса 

 ,I  в анизотропных обобщенных пространствах Морри  ,,pM  и в 

модифицированных анизотропных пространствах Морри ,,
~

bpL , где 

dyyftxExfM
txEt

|)(||),(|sup=)(
),(

1

0>



  

|,<|0  ,|)(||),(|sup=)(
),(

||/1

0>
, 




  dyyftxExfM

txEt
 

 
________________________ 
6Morrey C.B. On the solutions of quasi-linear elliptic partial differential equations. 
Trans. A.M.S., 1938, no. 43, pp. 126-166. 
7Гусейнов Р.В. О гладкости решений одного класса квазиэллиптических 
уравнений. Вест. МГУ, сер. 1, математика, механика, 1992, no 6, c. 10-14. 
8Ильин В.П. О некоторых свойствах функций из пространств  .)(æ,, GW l

ap  
Записки научных семинаров ЛОМИ АН СССР 23, 1971, с. 33-40. 
 9Najafov A.M. On some properties of the functions from Sobolev-Morrey type 
spaces. Central European Journal of Mathematics, 2005, vol. 3, no 3, pp. 496-507.   
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1
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 . Получена оценка для pL -нормы анизотропной 

максимальной функции, анизотропной дробно-максимальной 
функции, а также анизотропного потенциала Рисса по 
параллелепипеду, которое позволяет получить достаточные условия 
ограниченности анизотропного дробно-максимального оператора и 
анизотропного потенциала Рисса для всех допустимых значений 
параметров. 

Цель работы. Исследование ограниченности анизотропного 
максимального оператора, анизотропного дробно-максимального 
оператора и анизотропного потенциала Рисса в анизотропных 
обобщенных пространствах Морри и модифицированных 
анизотропных пространствах Морри.  

Общая методика исследований. В диссертационной работе 
использованы методы теории интегральных операторов, 
гармонического анализа, теории функциональных пространств, 
максимальных функций и функционального анализа. 

Научная новизна. В работе получены следующие новые 
результаты: 
- получены некоторые вложения между анизотропными прос-
транствами Морри и модифицированными анизотропными 
пространствами Морри; 
-   получены достаточные условия для ограниченности анизотропного 
максимального оператора в модифицированных анизотропных 
пространствах Морри; 
-   получены достаточные условия для ограниченности анизотропного 
дробно-максимального оператора и его коммутатора в анизотропных 
обобщенных пространствах Морри; 
-   получены некоторые оценки для параболических операторов типа 
Шредингера в анизотропных обобщенных пространствах Морри; 
-   получены необходимые и достаточные условия для ограниченности 
анизотропного потенциала Рисса в модифицированных анизотропных 
пространствах Морри; 
-   получены достаточные условия для ограниченности анизотропного 
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потенциала Рисса и его коммутатора в анизотропных обобщенных 
пространствах Морри; 
-   получены некоторые теоремы вложения для функциональных прос-
транств Соболева-Морри и модифицированных пространств 
Соболева-Морри.       

Теоретическая и практическая ценность. Диссертационная 
работа носит теоретический характер. Полученные результаты могут 
быть использованы в априорных оценках этих пространств при 
решении квазиэллиптических дифференциальных уравнений в 
частных производных. Анизотропные интегральные операторы 
служат для построения нужного аппарата при исследовании 
регулярности решений квазиэллиптических, в частности, 
параболических уравнений. В работе параболические операторы типа 
Шредингера имеют успешную практическую ценность.  

Апробация работы. Основные результаты диссертации 
докладывались на общем семинаре ИММ НАН Азербайджана (рук. 
академик А.Д. Гаджиев), на семинаре отделов «Математический 
анализ» (рук. чл.-корр. НАНА, проф. В.С. Гулиев) и 
«Негармонический анализ» (рук. чл.-корр. НАНА, проф. Б.Т. Билалов) 
ИММ НАН Азербайджана, на семинарах кафедры «Математический 
анализ» (рук. проф. В.М. Курбанов) и «Теории функций» (рук. проф. 
Р.М. Рзаев) АГПУ, а также на международной конференции по 
математике “Operators in Morrey-type Spaces and Applications”, 
посвященной 70-летнему юбилею проф. В.Буренкова (2011 г., 
Кыршеир, Турция), на международной конференции, посвященной 
100-летию акад. З.Халилова (2012 г., Баку, Азербайджан), на 
материалах XXI международной конференции “Mathematics. 
Education” (2013 г., Чебоксары, Россия). 

Публикации. Результаты диссертации опубликованы в 11 работах 
автора, список которых приводится в конце автореферата. 

Структура и объем диссертации. Диссертационная работа 
состоит из введения, двух глав и списка литературы, включающий 110 
наименований. Объем диссертации 125 страниц. 

 
СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 

 
Во введении обоснована актуальность темы диссертационной 

работы, сформулирована ее цель и дан краткий обзор работ, 
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примыкающих к теме диссертации, а также краткое содержание самой 
работы. 

Первая глава диссертации состоит из шести параграфов. 
В первой главе получены некоторые вложения между 

анизотропными пространствами Морри и модифицированными 
анизотропными пространствами Морри. А также получены 
достаточные условия для ограниченности анизотропного 
максимального оператора в модифицированных анизотропных 
пространствах Морри, анизотропного дробно-максимального 
оператора и его коммутатора в анизотропных обобщенных 
пространствах Морри. А как приложение полученных результатов 
доказаны некоторые оценки для параболических операторов типа 
Шредингера   )( VtV  и   )(2 VtV  в 
анизотропных обобщенных пространствах Морри. 

В 1.1. приводятся общие сведения о пространствах Морри. 
В 1.2. получены некоторые вложения между анизотропными 

пространствами Морри и модифицированными анизотропными 
пространствами Морри. Прежде чем, перейти к приведению 
результатов этого параграфа, приведем необходимые обозначения и 
понятия. 

Пусть 10  b , ),,(= 1 n   с 0>i  для ni ,1,=  , 

n 1|=|  и  nn xtxtxt  ,,1
1   для 0>t . Для nx R  и 

0,>t  пусть  ii
i

i
n

i
txtxtxE 

  ,=),(
1=

 обозначает открытый 

параллелепипед с центром в x  и с длиной ребра it2  для ni ,1,=  .  
Определение 1. Пусть 10  b ,  <1 p  и }{1,min=][ 1 tt . 
Обозначим через )(,,

n
bpL R  анизотропное пространство Морри, а 

через )(~
,,

n
bpL R  модифицированное анизотропное пространство 

Морри, множество локально интегрируемых функций )(xf , ,nx R  
с конечной нормой  

,|)(|sup=
1/

),(

||

0>,,,

p
p

txE

b

tnxbpL
dyyftf 





 

 



 R
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соответственно.  
Справедливы следующие леммы 

Лемма 1. Пусть  <1 p  и 10 12  bb . Тогда 

)(~)(~
,2,,1,

n
bp

n
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~

 bpLbpL
ff   

Лемма 2. Пусть  <1 p . Тогда )(=)(,1,
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,1, L
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pL
ff


 

Лемма 3.  Пусть  <1 p  и 10  b . Тогда  

)()(=)(~
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n
p

n
bp

n
bp LLL RRR   и .,max=

,,,,
~









pLbpLbpL
fff


 

Лемма 4.  Пусть |<|<0   и ||10  b . Тогда  
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Лемма 5.  Пусть |<|<0   и ||10  b . Тогда для 
 ||)(1||  pb   

)()(~
,||1,1,,

nn
bp LL RR    и .2

,,
~

,||1,1  bpL
pn

L
ff 


  

В 1.3. приведены некоторые обозначения и вложения, получены 
достаточные условия для ограниченности анизотропного 
максимального оператора в модифицированных анизотропных 
пространствах Морри.  

При |<|0   анизотропную дробно-максимальную функцию 
обозначим следующим образом  

 
.|)(||),(|sup

=)(||)(
1/

),(

||/1

0>

1/
,,,

p
p

txEt

pp
p

dyyftxE

xfMxfM



















 

В случае 0= , обозначим fM p ,0,  через fM p , .  
Справедливы следующие леммы 
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Лемма 6.  Пусть  <1 p , |<|0   и )(,,1
n

pLf R . Тогда  

)(,,
n

p LfM R  и   .2=
,,1

1
,,










 pL
pn

Lp ffM  

Лемма 7. Пусть  <1 p , |<|0   и )(~
,,1

n
pLf R . Тогда  

)(,,
n

p LfM R  и   .2
,,1

~
1

,,












pL
pn

Lp ffM  

В случае 0=  из леммы 2 и 6 для fM p ,  получим следующее 
следствие.  
Следствие 1. Пусть  <1 p и )( nLf R .Тогда .,




LLp ffM   

В случае 1=p  из леммы 4 и 6 получим для fM  ,  следующее 
следствие. 
Следствие 2.  Пусть |<|<0  ,  10 b  и 

)(,,)(1||
n

bbLf R  . Тогда )(,
nLfM R  и  

    .22=
,,)(1||

)(1||||

,||1,1

1||
,










bbL
bn

L
n

L
fffM












Из леммы 5 и 6 для fM  ,  получим следующее следствие. 

Следствие 3.  Пусть |<|<0  ,  10 b  и )(~
,,

n
bp RLf  . 

Тогда )(,
nLfM R  для  ||)(1||  pb  и 

    .22=
,,

~
1

,1,1

1
,










bpL
pn

L
n

L
fffM 






  

Справедлива следующая лемма 
Лемма 8.  Пусть  <1 p  и 10  b . Тогда  

)()(=)(~
,,,,

n
p

n
bp

n
bp LLL RRR   и 

.,max=
,,,,

~








pLbpLbpL
fff


 

Доказана следующая  
Теорема 1.  
1. Если )(~

,1,
n

bLf R , 1<0 b , тогда )(~
,1,

n
bLWfM R   и  

,
,1,

~,1,
,1,

~






bLb

bLW
fCfM   
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где ,1,bC  зависит только от b  и  . 

2. Если )(~
,,

n
bpLf R , <<1 p и 1<0 b ,тогда )(~

,,
n

bpLfM R  и  

,
,,

~,,
,,

~






bpL

bp
bpL

fCfM   

 где ,,bpC  зависит только от p , b  и  .  
В 1.4. получены достаточные условия для ограниченности 

анизотропного дробно-максимального оператора в анизотропных 
обобщенных пространствах Морри. Прежде чем, перейти к 
результатам этого параграфа приведем необходимые обозначения и 
понятия. 

В дальнейшем, ~a b , ( ~b a ) означает, что ba  , )( ba  , где 
0>  зависит от несущественных параметров. Если ~b ~a b , тогда 

мы пишем ba  . 
Определение 2. Пусть  <1 p  и ),( tx  неотрицательная 
измеримая функция на )(0,nR . Обозначим через  ,,pM  
анизотропное обобщенное пространство Морри, пространство всех 
функций )( nloc

pLf R  с конечной нормой  

,|),(|),(sup=
)),((

11

0>,,, txEpL
p

tnxpM
ftxEtxf





 

R

 

Справедливы следующие леммы 
Лемма 9.  Пусть  <1 p , p||<0   и ||1=1 pq . 
Тогда для 1>p  и любого параллелепипеда ),(= rxEE   
неравенство  

~)),((, 
rxEqL

fM


 )),((1

||

2>

||
)),2(( sup












xEL
r

q
rxEpL

frf   

 выполняется для всех )(l noc
pLf R . Более того, для 1=p  неравен-

ство  

~)),((, 
rxEqWL

fM


 )),((1

||

2>

||
)),2((1

sup











xEL
r

q
rxEL

frf   

 выполняется для всех )(l
1

nocLf R .  
Лемма 10. Пусть  <1 p , p||<0   и  pq 11 . 

Тогда для 1>p  и любого параллелепипеда ),(= rxEE   в nR , 
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неравенство ~)),((, 
rxEqL

fM


 )),((
||

2>

|| sup txEpL
q

rt

q ftr


   выполняет-

ся для  всех  .)(l noc
pLf R  Более того, для 1=p  неравенство    

~)),((, 
rxEqWL

fM


 )),((1

||

2>

|| sup txEL
q

rt

q ftr


   

 выполняется для всех .)(l
1

nocLf R   
Справедлива следующая 

Теорема 2. Пусть  <1 p , p <0  , ||1=1 pq  и 

),( 21   удовлетворяет условию ),,(),(sup 21
<<

rxCtxt
tr

 


 где C  

независит от x  и r . Тогда для 1>p , оператор  ,M  ограниченно 

действует из пространства  ,1,pM  в пространство  ,2,qM , а для 

1=p  из пространства  ,11,M  в слабое пространство  ,2,qWM .  

В случае 0=  и qp =  из теоремы 2 получим следующее 
следствие. 
Следствие 4.  Пусть  <1 p  и ),( 21   удовлетворяет условию  

),,(),(sup 21
<<

rxCtx
tr

 


 где C  независит от x  и r . Тогда для 1>p , 

оператор M  ограниченно действует из пространства  ,1,pM  в 

пространство  ,2,pM , а для 1=p  из пространства  ,11,M  в слабое 

пространство  ,21,WM .  

Имеет место следующий результат типа Адамса для 
анизотропного дробно-максимального оператора.  
Теорема 3.  Пусть  <<1 qp , p||<<0   и ),( tx  
удовлетворяет условию ),(),(sup

<<
rxCtx

tr
 


 и 



p

tr
txt 1

<<
),(sup   

 ,pqpCr   где C  независит от nx R  и 0>r . Тогда оператор 

 ,M  ограниченно действует из пространства 
 ,1, pp

M  в 

пространство 
 ,1, qq

M  для 1>p , и из пространства  ,1,M  в слабое 
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пространство 
 ,1, qq

WM .  

В случае pbttx ||1)(=),(   , 1<<0 b  из теоремы 3 получается 
результат типа Адамса для анизотропного дробно-максимального 
оператора. 
Замечание 1. Теоремы 2 и 3 обобщают результаты В.С.Гулиева и его 
учеников, полученные в изотропном случае . 

В 1.5. приведены некоторые понятия и получены достаточные 
условия для ограниченности коммутатора анизотропного дробно-
максимального оператора в анизотропных обобщенных пространствах 
Морри. 

Сублинейный коммутатор анизотропной дробно-максимальной 
функции определяется как  

.|)(||)()(||),(|sup=))((
),(

||/1

0>
,, dyyfybxbtxExfM

txEt
b 




  

Пусть dyybtxEb
txEtxE )(),(=
),(

1
),( 






, тогда говорят что, 

локально-интегрируемая функция b  принадлежит )( nBMO R  и 

.<|)(||),(|sup= ),(),(

1

0>,





dybybtxEb txEtxE
tnx

BMO 



R

 

Имеет место 
Лемма 11.  Пусть <<1 p , p||<0  ,  pq 11  и 

)( nBMOb R . Тогда для любого параллелепипеда ),(= rxEE   
неравенство  

~)),((,, 
rxEqL

b fM


   
)),((

||

2>

|| ln1sup txEpL
q

rt

q
BMO

ftrtrb






  

 выполняется для всех )(l noc
pLf R .  

Справедлива следующая  
Теорема 4.  Пусть <<1 p , p||<0  , ||1=1 pq , 

)( nBMOb R  и ),( 21   удовлетворяет условию 

   ),,(),(ln1sup 21
<<

rxCtxrt
tr

 


 

 где C  независит от x  и r . Тогда оператор  ,,bM  ограниченно 

действует из пространства  ,1,pM  в пространство  ,2,qM .  
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В случае 0=  и qp =  из теоремы 4 получим следующее 
следствие.  
Следствие 5.  Пусть <<1 p , )( nBMOb R  и ),( 21   

удовлетворяет условию    ),,(),(ln1sup 21
<<

rxCtxrt
tr

 


 где C  

независит от x  и r . Тогда оператор ,bM  ограниченно действует из 

пространства  ,1,pM  в пространство  ,2,pM .  

Имеет место следующий результат типа Адамса для 
анизотропного дробно-максимального оператора. 
Теорема 5. Пусть <<<1 qp , p||<<0  , )( nBMOb R  и 
пусть ),( tx удовлетворяет условию    ),(),(ln1sup

<<
rxCtxrt

tr
 


 

и    ,),(ln1sup 1

<<

pqpp

tr
Crtxrtt 


    где C  не зависит от nx R  

и 0>r . Тогда оператор  ,,bM  ограниченно действует из простран-

ства 
 ,1, pp

M  в пространство 
 ,1, qq

M .  

В случае pbttx ||1)(=),(   , 1<<0 b  из Теоремы 5 получим 
следующий результат типа Адамса для анизотропного дробно-
максимального оператора. 
Следствие 6.  Пусть |<|<0  ,  ||<<1 p , p |<|<0 , 

   ||=11 qp  и )( nBMOb R . Тогда оператор  ,,bM  

ограниченно действует из пространства ,,bpL  в пространство ,,bqL .  
Замечание 2. Теорема 4 обобщает результаты В.С.Гулиева и его 
учеников, полученные в изотропном случае . 

В 1.6. как приложение полученных результатов доказаны 
некоторые оценки для параболических операторов типа Шредингера  

  )( VtV  и    )(2 VtV  в анизотропных 
обобщенных пространствах Морри.  

Вторая глава диссертации состоит из четырех параграфов. 
Во второй главе найдены необходимые и достаточные условия 

для ограниченности анизотропного потенциала Рисса в анизотропных 
модифицированных пространствах Морри, а также достаточные 
условия для ограниченности анизотропного потенциала Рисса и его 
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коммутатора в анизотропных обобщенных пространствах Морри и 
доказаны некоторые теоремы вложения для функциональных 
пространств Соболева-Морри )(,,

nl
bp RW   и модифицированных 

пространств Соболева-Морри )(~
,,

nl
bp RW  . 

В 2.1. получены необходимые и достаточные условия для 
ограниченности анизотропного потенциала Рисса в модифицирован-
ных анизотропных пространствах Морри.  

Справедлива теорема 
Теорема 6.  Пусть |<|<0  ,  1<0 b  и 

   ||1<1 bp  . 
1) Если    ||1<<1 bp  , тогда условие  qp 11||  

 )(1 b  необходимо и достаточно для ограниченности 

оператора  ,I  из пространства )(~
,,

n
bpL R  в пространство 

)(~
,,

n
bqL R . 

2) Если  ||)(1<1= bp  , тогда условие  q11||  
 )(1 b  необходимо и достаточно для ограниченности 

оператора  ,I  из пространства )(~
,1,

n
bL R  в слабое пространство 

)(~
,,

n
bqLW R .  

Замечание 3. Теорема 6 обобщает результаты В.С.Гулиева и его 
учеников, полученные в изотропном случае. 

В 2.2. получены достаточные условия для ограниченности 
анизотропного потенциала Рисса в анизотропных обобщенных 
пространствах Морри. Сначала мы введем вспомогательную лемму.  

Имеет место 
Лемма 12. Пусть  <1 p , p <<0  и pq 1=1 . Тогда 

для 1>p  и любого параллелепипеда ),(= rxEE   неравенство  

~)),((, 
rxEqL

fI


 dttfrf q
txEpLrc

q
rcxEpL

||1
)),((

02

||
))0,2((











  

выполняется для всех )(l noc
pLf R .Более того, для 1=p  неравенство  
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~)),((, 
rxEqWL

fI


 dttfrf q
xELrc

q
rcxEL

||1
)),((102

||
))0,2((1










  

 выполняется для всех )(l
1

nocLf R .  
Справедлива следующая 

Теорема 7.  Пусть  <1 p , p||<<0  , pq 1=1  и 

),( 21   удовлетворяет условию ),,(),( 21
1 rxCdttxt

r
 

  где C  

независит от x  и r . Тогда для 1>p , оператор  ,I  ограниченно 

действует из пространства  ,1,pM  в пространство ,,2, qM  а для 

1=p , из пространства  ,11,M  в слабое пространство  ,2,qWM .  

Имеет место 
Теорема 8.  Пусть  <<1 qp , p||<<0   и ),( tx  удовлетво-
ряет условию  

),(),(sup 21
<<

rxCtx
tr

 


 и  ,),( 11 pqpp

r
Crdttxt 

    

где C  независит от nx R  и 0>r . Тогда оператор  ,I  ограниченно 

действует из пространства 
 ,1, pp

M  в пространство 
 ,1, qq

M  для 

1>p  и из пространства  ,1,M  в пространство 
 ,1, qq

WM  для .1p  

В случае   pbttx  1=),(  , 1<<0 b  из теоремы 8 получим 
следующий результат типа Адамса для анизотропного потенциала 
Рисса.  
Следствие 7.  Пусть |<|<0  , <1 p , p |<|<0  и 

   =11 qp . Тогда для 1>p , оператор  ,I  ограниченно 

действует из пространства ,,bpL  в пространство ,,bqL , а для 1=p  из 

пространства ,1,bL  в слабое пространство ,,bqWL .  
Замечание 4. Теоремы 7 и 8 обобщают результаты В.С.Гулиева и его 
учеников, полученные в изотропном случае. 

В 2.3. получены достаточные условия для ограниченности 
коммутатора анизотропного потенциала Рисса в анизотропных 
обобщенных пространствах Морри. Прежде чем, перейти к основным 
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результатам введем некоторое обозначение. 
Пусть   )(, ,,, bfIfbIfIb    является анизотропным 

коммутаторным оператором. 
Имеет место  

Лемма 13.  Пусть <<1 p , p <<0 , pq 1=1  и 

BMOb . Тогда для любого параллелепипеда ),(= rxEE   
неравенство  

~],[
)),((, 
rxEqL

fIb


 dttf
r
trb q

txEpLrc

q
BMO

||1

)),((
02

||

ln1















   

 выполняется для всех )(l noc
pLf R .  

Справедлива следующая 
Теорема 9.  Пусть <<1 p , p <<0 , pq 1=1  и 

),( 21   удовлетворяют условию  

   ),,(),(ln1 21
1 rxCdttxrtt

r
 

   

 где C  независит от x  и r . Тогда оператор ],[ ,Ib  ограниченно 

действует из пространства  ,1,pM  в пространство  ,2,qM .  

Справедлива следующая 
Теорема 10.  Пусть <<<1 qp , p <<0 , BMOb  и пусть 

),( tx  удовлетворяет условию    ),(),(ln1sup 21
<<

rxCtxrt
tr

 


 и 

    ,),(ln1 11 pqpp

r
Crdttxtrt 

    где C  независит от nx R  

и 0>r . Тогда оператор ],[ ,Ib  ограниченно действует из 

пространства 
 ,1, pp

M  в пространство 
 ,1, qq

M .  

В случае   pbttx  1=),(  , 1<<0 b  из теоремы 10 получается 
результат типа Адамса для коммутатора анизотропного потенциала 
Рисса.  
Замечание 5. Теоремы 9 и 10 обобщают результаты В.С.Гулиева и его 
учеников, полученные в изотропном случае. 

В 2.4. получены некоторые теоремы вложения между 
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анизотропными пространствами Морри и модифицированными 
анизотропными пространствами Морри, и между пространствами 
Соболева-Морри и модифицированными пространствами Соболева-
Морри. Сначала введем некоторые обозначения и понятия, а потом 
перейдем к основным  результатам. 

Пусть ),,(= 1 nlll  -вектор с натуральными компонентами, 
),...,1( ni  .  

Определение 3. Пространство Соболева-Морри обозначим через 
)(,,

nl
bpW R  пространство локально суммируемых на nR  функций f  

имеющих на nR  обобщенные производные fD il
i  ),1,=( ni   c 

конечной нормой .=
,,=1,,,,  bpL

il
i

n

ibpL
l
bpW

fDff   

Определение 4. Модифицированное пространство Соболева-Морри 
обозначим через )(~

,,
nl

bpW R  пространство локально суммируемых на 
nR  функций f  имеющих на nR  обобщенные производные fD il

i  

),1,=( ni   c конечной нормой .=
,,

~
1=,,

~
,,

~
 bpL

il
i

n

ibpL
l
bpW

fDff   

Справедливы следующие леммы 
Лемма 14.  Пусть 1<<0 a  и ab 0 . Тогда для 
    ,111 apab   )()(~)(~

,1,,,,,
n

a
n

bp
n

ap LLL RRR     и 

.22
,,

~
,,

~
,1,  apL

pn

bpL
pn

aL
fff    

Лемма 15.  Пусть 10  a , 10  b  и  <<1 qp . Тогда для 
  qpaqb   )(11   

)()(~
,,,,

n
ap

n
bq LL RR    и .2

,,
~

,,  bpL
qnpn

apL
ff   

Лемма 16.  Пусть ),,(= 1 nlll  -вектор с натуральными компонен-
тами, 1<<0 a  и ab 0 . Тогда для      apab  1111   

    )()(~)(~
,1,,,,,

nl
a

nl
bp

nl
ap WWW RRR     и  

.2
,,

~
,,

~
,1,

l
apW

l
bpW

pn
l
aW

fCff
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Лемма 17.  Пусть ),,(= 1 nlll  -вектор с натуральными компонен-
тами, 10  a , 10  b  и  <<1 qp . Тогда для 
  qpaqb   )(11       

)()(~
,,,,

nl
ap

nl
bq WW RR    и .2

,,
~

,,
l
bpW

qnpn
l
apW

ff
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SEVİNC ZAİD qızı XALIQOVA 
 

ANİZOTROP KƏSR-MAKSİMAL OPERATORUN VƏ RİSS 
POTENSİALIN ÜMUMİLƏŞMİŞ MORRİ FƏZALARINDA 

TƏDQİQİ 
 

XÜLASƏ 
 

Dissertasiya işi anizotrop maksimal operatorun, anizotrop kəsr-
maksimal operatorun və anizotrop Riss potensialının anizotrop 
ümumiləşmiş Morri fəzalarında məhdudluğunun öyrənilməsinə həsr 
olunmuşdur. 

 Dissertasiya işinin əsas nəticələri aşağıdakılardır: 
 

- anizotrop Morri fəzaların və modifə olunmuş anizotrop Morri 
fəzaların arasında bəzi daxilolmalar alınmışdır; 

- anizotrop maksimal operatorun modifə olunmuş anizotrop Morri 
fəzalarında məhdudluğu üçün kafi şərtlər alınmışdır; 

- anizotrop kəsr-maksimal operatorun və onun kommutatorunun 
anizotrop ümumiləşmiş Morri fəzalarında məhdudluğu üçün kafi şərtlər 
alınmışdır; 

- Şredinger tipli parabolik operatorlar üçün anizotrop ümumiləşmiş 
Morri fəzalarında bəzi qiymətləndirmələr alınmışdır; 

- anizotrop Riss potensialının modifə olunmuş anizotrop Morri 
fəzalarında məhdudluğu üçün zəruri və kafi şərtlər alınmışdır; 

- anizotrop Riss potensialının və onun kommutatoru üçün anizotrop 
ümumiləşmiş Morri fəzalarında məhdudluğu üçün kafi şərtlər alınmışdır; 

- Sobolev-Morri və modifə olunmuş Sobolev-Morri funksional fəzaları 
üçün bəzi daxilolma teoremləri alınmışdır. 
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SEVINC ZAID kizi XALIQOVA 
 

INVESTIGATION OF ANISOTROPIC FRACTIONAL MAXIMAL 
OPERATOR AND RIESZ POTENTIAL ON GENERALIZED 

MORREY SPACES 
 

SUMMARY 
 

 The dissertation was devoted to the study of the problems of 
boundedness of anisotropic maximal, anisotropic fractional maximal 
operators and anisotropic Riesz potential on anisotropic generalized Morrey 
spaces. 
 
 The principal results of dissertation are as follows: 

- some embeddings between the anisotropic Morrey and the modified 
anisotropic Morrey spaces were obtained; 

- sufficient conditions of boundedness of anisotropic maximal operator 
on modified anizotropic Morrey spaces were obtained; 

- sufficient conditions of boundedness of anisotropic fractional 
maximal operator and his commutator on anizotropic generalized Morrey 
spaces were obtained; 

- some estimates of the parabolic Schrödinger type operators on 
anizotropic generalized Morrey spaces were obtained;  

- necessary and sufficient conditions of boundedness of anisotropic 
Riesz potential on modified anizotropic Morrey spaces were obtained; 

- sufficient conditions of boundedness of anisotropic Riesz potential 
and his commutator on anizotropic generalized Morrey spaces were 
obtained; 

- some embeddings theorems of the Sobolev-Morrey and modified 
Sobolev-Morrey functional spaces were obtained.     
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