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İŞİN ÜMUMİ XARAKTERİSTİKASI 

 

Mövzunun aktuallığı və işlənmə dərəcəsi.  

Dissertasiya işi analitik funksiyalar nəzəriyyəsinin Riman 

sərhəd məsələsinin qeyri-standart Hardi fəzalarında, məhz dəyişən 

cəmləmə dərəcəli, çəkili Hardi fəzalarında və Morri-Hardi 

fəzalarında həllolunanlığı məsələsinə, həmçinin onların funksiyaların 

qeyri-standart banax fəzalarında həyəcanlanmış triqonometrik 

sistemlərin bazislik xassələrinin tədqiqinə tətbiq olunmasına həsr 

edilmişdir.  

Qeyd etmək lazımdır ki, riyazi fizika, mexanika və 

ümumiyyətlə desək xüsusi törəməli diferensial tənliklər 

nəzəriyyəsinin bir çox tənliklərinə Furye metodunun tətbiqi adi 

diferensial operatora nəzərən spektral məsələyə gətirilir. Bir çox 

hallarda məxsusi funksiyaları həyəcanlanmış triqonometrik sistemlər 

olan diferensial operatorlar meydana gəlir. Oxşar məsələlərə xüsusi 

oblastlarda verilmiş qarışıq tip (və ya elliptik tip) diferensial 

tənlikləri aid etmək olar. Bu məsələlərlə əlaqədar S.M.Ponomaryev, 

E.İ.Moiseyev, S.A.Qabov, P.A.Krutitskiy və başqalarının işləri 

silsiləsində tanış olmaq olar (bu əsərlər ədəbiyyat siyahısında 

göstərilmişdir). Yuxarıda söylənənlərlə əlaqədar hesab edirik ki, 

dissertasiya işinin mövzusu aktualdır və aproksimasiya nəzəriyyəsi, 

bazislər nəzəriyyəsi və Riman sərhəd məsələsi nöqteyi nəzərdən elmi 

maraq kəsb edir. 

 Xüsusi halların əksəriyyətində alınan spektral məsələlər 

 

( )( )  ,sin Nntnt +      (1) 

 

( −N natural ədəddir) şəklində həyəcanlanmış sinuslar sistemindən 

ibarət məxsusi funksiyaya malik olur, burada   −→ R ,0:  

ümumiyyətlə desək, hissə-hissə xətti funksiyadır. Əgər diferensial 

tənliyin həlli funksiyaların qeyri-standart Sobolev fəzalarında 

axtarılarsa, onda müvafiq qeyri-standart banax fəzasında (1) 

sisteminin bazislik xassələrinin (tamlıq, minimallıq, bazislik) 
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araşdırılması zəruridir. Həyəcanlanmış triqonometrik sistemin 

bazislik xassələrinin tədqiqi dərin və qədim tarixə malikdir. Ehtimal 

ki, o öz başlanğıcını Peli-Viner1 və N. Levinsonun2 məşhur 

əsərlərindən götürmüşdür. Qeyd etmək lazımdır ki, (1) sisteminin 

bazis xassələri uyğun   −→ R ,0:   funksiyalı 

 
( )( ) signntntie −

, Zn ,     (2) 

 

eksponent sisteminin analoji xassələri ilə sıx əlaqəlidir. −)(  
att =)(  xətti funksiya olduqda Ra  nəzərən bazislik kriteriyası 

1982-ci ildə A.M.Sedleski3 tərəfindən tapılmışdır. Sinuslar və 

kosinuslar sisteminə nəzərən (həmçinin eksponent sisteminə nəzərən) 

analoji nəticələr 1984-cü ildə E.M.Moiseyev4 tərəfindən alınmışdır, 

bu nəticələri Ca  parametrinin kompleks olduğu hala 

Q.Q.Devdariani5 gətirmişdir. Qeyd edək ki, bu istiqamətdə olan işləri 

şərti olaraq iki qrupa ayırmaq olar. Birinci qrupa tam funksiyalar 

nəzəriyyəsinin metodlarının (məs. Peli-Viner, Levinson, 

A.M.Sedletskiy, B.Y.Levinin və b. işləri) tətbiq olunduğu işləri aid 

etmək olar. İkinci qrupa analitik funksiyalar üçün sərhəd məsəslələri 

nəzəriyyəsinin metodlarının tətbiq olunduğu işləri aid etmək olar. 

Həyəcanlanmış triqonometrik sistemlərin  bazislik xassələrinin 

tədqiqi üçün sərhəd məsələsinin tətbiqi ideyası A.V.Bisadzeyə6 

(1950-ci il) məxsusdur. Daha sonra bu metodu S.M.Ponomaryev 

 
1Palley R. Wiener N. Fourier transforms in complex domain.// Amer. Math. Soc. 

Colloq. Publ. 19 (Amer. Math. Soc. RI. 1934). 
2 Levinson N. Gap and density theorems // New-York: Publ. Amer. Math. Soc. 

1940, 204 p. 
3 Седлецкий А.М. Классы аналитических преобразований Фурье и экспонен-

циальные аппроксимации // Москва, Физматлит, 2005, 504 с. 
4 Моисеев Е.И. О базисности систем синусов и косинусов// ДАН СССР, 1984, 

т. 274, №4, с. 794-798. 
5 Девдариани Г.Г. О базисности одной системы функций // Дифферен-

циальные уравнения, т. 22, №1, с. 170-171, 1986. 
6 Бицадзе А.В. Об одной системе функции // УМН, т. 5, в. 4(38), с.150-151 
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konkret xətti fazalı sinuslar sisteminə nəzərən və E.İ.Moiseyev7 

ixtiyari xətti fazalı sinuslar, kosinuslar və eksponentlər sisteminə 

nəzərən pL , ,1 + p  Lebeq fəzalarında bu sistemlərin bazislik 

xassələrini müəyyənləşdirmək üçün tətbiq etmişdir. Bu metodu daha 

da inkişaf etdirərək eksponent sisteminin, hissə-hissə kəsilməz fazalı 

sinuslar sisteminin, birqat və  ikiqat qüvvət sistemlərinin bazislik 

xassələrinin öyrənilməsinə tətbiqi B.T.Bilalova məxsusdur. 

A.Y.Kazmin, A.N.Barmenkov, O.İ.Lyubarskiy, V.A.Tkaçenko, 

A.A.Şkalikovun və b. riyaziyyatçıların tədqiqatlarını da bu qrup 

işlərə aid etmək olar.  

 Tədqiqatın obyekt və predmeti: dəyişən cəmləmə dərəcəli 

Hardi sinifləri, Morri fəzasının normasının doğurduğu Hardi sinifləri, 

bu siniflərdə bircins və qeyri-bircins Riman sərhəd məsələləri, xətti 

və hissə-hissə xətti fazalı həyəcanlanmış eksponent sistemləri, xətti 

fazalı sinuslar və kosinuslar sistemi. 

 Tədqiqatın məqsəd və vəzifələri. Tədqiqatın məqsədi Riman 

sərhəd məsələsinin dəyişən cəmləmə dərəcəli, çəkisi ümumi şəkildə 

olan çəkili Hardi  siniflərində, həmçinin Morri-Hardi siniflərində 

Riman  sərhəd məsələsinin həllolunanlığı məsələsinin tədqiqi və 

alınan nəticələrin Morri tipli fəzalarda hissə-hissə xətti fazalı 

eksponent sistemin bazislik xassələrinin tədqiqinə tətbiqidir.  

 Tədqiqat metodları. Əsas nəticələrin alınmasında analitik 

funksiyalar nəzəriyyəsinin Riman sərhəd məsələsi metodu, 

aproksimasiya və bazislər nəzəriyyəsi metodları, funksional və 

kompleks analizin metodları tətbiq olunmuşdur. 

 Müdafiəyə çıxarılan əsas müddəalar.  

 Aşağıdakı əsas müddəalar müdafiyə çıxarılacaq: 

• Dəyişən cəmləmə dərəcəli çəkisi ümumi şəkildə olan çəkili 

Hardi siniflərində bircins Riman məsələsinin həll olunanlıq şərtləri 

və ümumi həllinin qurulması; 

• Həmin siniflərdə qeyri-bircins Riman sərhəd məsələsinin 

həllolunanlıq şərti və həll olunduğu halda ümumi həllin tapılması; 

 
7 Пономарев С.М. Об одной задаче на собственные значение // ДАН СССР, 

1979, т. 243, № 5, 1068-1070. 
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• Bu məsələlərin Hardi-Morri siniflərinə nəzərən öyrənilməsi; 

• Morri tipli fəzalarda eksponent sisteminin (vahid də daxil 

olmaqla) bazislik xassələrinin öyrənilməsi; 

• Morri tipli fəzalarda birqat və ikiqat sistemlərin bazislik 

xassələri arasında əlaqənin təyin edilməsi. 

 Tədqiqatın elmi yeniliyi. İşdə aşağıdakı əsas nəticələr 

alınmışdır: 

▪ dəyişən cəmləmə dərəcəsinə malik çəkili Hardi siniflərində 

hissə-hissə kəsilməz əmsallı bircins Riman sərhəd məsələsinə baxılır, 

bu məsələnin həlli üçün ümumi  şəkilli çəki funksiyasına kafi şərt 

tapılır və ümumi həll qurulur; 

▪ çəkisi ümumi şəkildə olan dəyişən cəmləmə dərəcəsinə malik 

çəkili Hardi siniflərində qeyri-bircins Riman sərhəd məsələsinin 

həllolunanlığı şərti tapılır; 

▪ Hardi-Morri siniflərində bircins Riman sərhəd məsələsinin 

həllolunanlığı məsələsi araşdırılır və ümumi həll qurulur; 

▪ Hardi-Morri siniflərində qeyri-bircins Riman sərhəd 

məsələsinin həllolunanlığı üçün kafi şərt tapılır; 

▪ Morri fəzasının kəsilməz funksiyaların sıx olduğu alt 

fəzasında xətti fazalı eksponent sisteminə baxılır və onun bazislik 

xassələri müəyyənləşdirilir; 

▪ analoji məsələlər hissə-hissə xətti fazalı eksponent sistemi 

üçün araşdırılır; 

▪ Morri tipli fəzalarda ikiqat və birqat sistemlərin bazislik 

xassələri arasındakı əlaqə müəyyənləşdirilir; 

▪ Morri tipli fəzalarda xətti fazalı sinuslar və kosinuslar 

sistemlərinin bazislik kriteriyaları tapılır. 

 Tədqiqatın nəzəri və praktik əhəmiyyəti.  İş nəzəri xarakter 

daşıyır. İşdə alınan nəticələrdən sərhəd məsələləri nəzəriyyəsində, 

bazislər nəzəriyyəsində, bir çox xüsusi törəməli tənliklərin həlli üçün 

Furye metodunun əsaslandırılmasında və s. istifadə etmək olar. 

 Aprobasiyası və tətbiq. Dissertasiyanın əsas nəticələri 

V.A.İlinin 90 illiyinə həsr olunmuş “Modern methods of the 

boundary-value problems theory” beynəlxalq konfransda (Moskva 

2018); “Mathematical Advances and Applications” beynəlxalq 
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konfransda (ICOMAA 2018, İstanbul), Akademik Mirabbas 

Qasımovun 80 illiyinə həsr olunmuş “Spectral Theory and its 

applications” beynəlxalq konfransda (Bakı 2019), “Operators, 

functions and system of mathematical physics” beynəlxalq 

konfransda (Bakı 2019), “Mathematical Advances and Applications” 

4-cü beynəlxalq onlayn konfransda (ICOMAA 2021, İstanbul) 

dəfələrlə məruzə edilmişdir. 

 İddiaçının şəxsi tövhəsi. Dissertasiyada alınan bütün 

nəticələr iddiaçıya məxsusdur. 

 İddiaçının nəşrləri. 

Dissertasiya işinin əsas nəticələri Azərbaycan Respublikası 

Prezidenti yanında AAK-ın tövsiyyə etdiyi elmi nəşrlərdə 7, o 

cümlədən beynəlxalq xülasələndirmə və indeksləmə sistemlərinə 

daxil olan dövri elmi nəşrlərdə 6-sı dərc olunub, bunlardan 2-si 

həmmüəlifsizdir. Respublika və beynəlxalq miqyaslı elmi tədbirlərin 

nəticələri üzrə 7-i dərc olunmuşdur (onlardan 3-ü xaricdə). 

 Dissertasiya işinin yerinə yetirildiyi müəssisənin adı. 

Dissertasiya işi Gəncə Dövlət Universitetinin “Riyazi analiz” 

kafedrasında yerinə yetirilmişdir. 

 Dissertasiyanın strukturu və həcmi (işarələr şəklində 

ayrıca göstərilməklə).  

Dissertasiya işi giriş, iki fəsil, nəticə və 94 adda ədəbiyyat 

siyahısından ibarətdir. İşin ümumi həcmi 195498 işarədir (titul vərəqi 

-365 işarə sayı, mündəricat -1797 işarə sayı, giriş -46050 işarə sayı, 

birinci fəsil -60000 işarə sayı,, ikinci fəsil -86000 işarə sayı, nəticə -

1286 işarə sayı). Dissertasiyanın həcmi 107 səhifədir.  

 

 

DİSSERTASİYANIN MƏZMUNU 

 

  Dissertasiya işi giriş, iki fəsil, nəticə və ədəbiyyat 

siyahısından ibarətdir. 

  Girişdə mövzunun aktuallığı əsaslandırılır, dissertasiyanın 

mövzusu ilə bağlı nəticələrin xülasəsi verilir və dissertasiyanın əsas 

nəticələri təqdim olunur. 
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  Disertasiyanın birinci fəsli baxılan funksiyalar fəzasının 

normasının doğurduğu Hardi siniflərində Riman sərhəd məsələsinin 

həllolunanlığı məsələlərinin araşdırılmasına həsr olunub. 

   Birinci fəslin birinci paraqrafında bu fəsildə istifadə olunan  

əsas anlayışlar təqdim olunur. 

  Belə ki, ilk olaraq bəzi anlayışlar qəbul edilir. Fərz edək ki,

−C kompleks müstəvi,  − 1: zCz  vahid dairə, 

 −= 1: zCz vahid çevrədir. Bizə ümumiləşmiş Lebeq 

fəzalarından bəzi məlumatlar lazım olacaq. 

  Fərz edək ki,    )−+→− ,1,: p Lebeq mənada ölçülən 

hər hansı funksiyadır.  

( ) ( ) ( )
.dttffI

tp
def

p 
−







 

olduğunu qəbul edək. 

  ( )pL fəzası   ,−  parçasında ölçülən funksiyaların  

( )



















1:0inf




f
If p

def

p
, 

norması ilə banax fəzasıdır. Fərz edək ki, 

( ) ( )  




−−=−
2

1
:,,,0;: 2121 ttttCpppWL

def

  

( ) ( ) .
ln 21

21






−−
−

tt

C
tptp  

Çəkilərin aşağıdakı Makenxoupt sinfini daxil edək. 

  Tərif 1. Fərz edək ki, ( )    +→− ,1,: p . Əgər  

 

 
 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

,sup 11

,

+


−



−

−
q

IpI
I

I 


 

 

şərti ödənərsə onda deyirlər ki, ( )  çəki funksiyası ( ) pA sinfinə 

daxildir.  
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 Bizə həmçinin  Hardi çəki sinifləri də lazım olacaq. − da 

analitik olan funksiyaların adi Hardi sinifləri +

pH  ilə işarə olunur. 

Fərz edək ki,A   ,−  parçasından Borel çoxluqlarının −

cəbridir və  A da ölçüdür. ( ) ( ) ( )−−   ,;; dpdp LL   ,−  
parçasında ölçülən funksiyaların  

















 

1:0inf );()( 
 

f
If dp

def

p
, 

norması ilə Banax fəzasıdır, burada 


−

 =





  )()()(
)(

);( tdtffI
tp

dp . 

 dpLfHfH );(1 :
~



++   , 

olduğunu qəbul edək, burada )( itef + 𝑓 funksiyasının − ya 

daxildən toxunmayan sərhəd qiymətidir. −H
~

da norma təyin edək: 

 

( )
( ) dp

it

H
eff

;
~



+= . 

   dairəsinin xaricinə nəzərən analoji çəki siniflərini daxil 

edək. Fərz edək ki, 
−

)(pm H   xaricində analitik, sonsuz uzaqlaşmış 

nöqtədə tərtibi −m i aşmayan polyusa malik olan funksiyaların adi 

Hardi sinfidir. 

( ) dp

it

m LefHfH ,1 )(:
~



−−−  , 

olduğunu qəbul edək, burada ,)( 
− = fef it f -in − nın 

xaricindən − ya toxunan sərhəd qiymətidir. 

  Birinci fəslin ikinci paraqrafında dəyişən cəmləmə 

dərəcəsinə malik Hardi çəki siniflərində analitik funksiyalar 

nəzəriyyəsinin Riman sərhəd məsələsinə baxılır.  

Aşağıdakı Riman sərhəd məsələsinə baxaq: 

 

  =− −+ ),()()()( gFGF ,              (3) 
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burada CG →:  məsələnin əmsalı, )(g sərbəst həddir. 

 Fərz edək ki, );( pLg və  G  aşağıdakı şərtləri ödəyir: 

 ) ( ) 

 LG 1
;  

 )   ,)(arg)( −− iteGt  parçasında hissə-hissə Hölder 

funksiyadır və −−  rss ...1  uyğun kəsilmə nöqtələridir. 

Fərz edək ki, ( ) ( )00 −−+= kkk ssh  , rk ,1= ; 

( ) ( )−−−+−= 000 h  ( )  funksiyasının bu nöqtələrd 

sıçrayışlarıdır.Aşağıdakı teorem isbat olunmuşdur. 

 Teorem 1. Fərz edək ki, (3) məsələsinin ( )G  əmsalı ));  

şərtlərini ödəyir. Fərz edək ki, )(arg)( iteGt  funksiyasının  r

kh
0

sıçrayışları 

( ) ( )
( )


−

− +





 dtttw
tq

1 ,                            (4) 

rkhk ,0,2 =  ,                                    (5) 

( ) ( )
( )


−

− +

π

π

tp

dtttw 1
.                     (6) 

münasibətlərini ödəyir, burada )(tw  

                           ( ) 
=

−−
=

r

k

h

k

h k

stt
tw

1

22

2
sin

2
sin

0


.       (7) 

ifadəsi ilə təyin olunub. Onda 

                   =− −+ ,0)()()( FGF ,    

bircins Riman məsələsinin 
−



+

   );();( pp HH
 
siniflərində ümumi həlli  

 

( ) ( ) ( )zPzZzF m . 

 

şəklində ifadə olunur, burada )(zZ kanonik həll, )(zPm dərəcəsi m  

olan çoxhədlidir. 
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  Birinci fəslin üçüncü paraqrafında dəyişən cəmləmə dərəcəli 

çəkili Hardi fəzalarında hissə-hissə kəsilməz əmsallı qeyri-bircins 

Riman məsələsinin həllolunanlığı araşdırılır.  

Aşağıdakı teorem isbat olunur. 

 Teorem 2. (3) məsələsinin ( )G  əmsalı ));  şərtlərini 

ödədiyini fərz edək. Fərz edək ki, )(arg)( iteGt = funksiyasının 

sıçrayışının (4),(5),(6) münasibətlərini ödəyir, burada ( )tw  çəki 

funksiyası (7) ifadəsi ilə təyin olunmuşdur. 

Fərz edək ki, ,)( pA + p1  , burada ( ) ( ) ( )ttwtν 1−=  və 

)(

1



−  qL  .Əgər  

mnde
eZ

eg in

i

i

−==
−

+
,1,0

)(

)(










, 

ortoqonallıq şərtləri ödənərsə, onda (3) qeyri-bircins Riman məsələsi 
−



+

   );();( pmp HH siniflərində həllolunandır. 0m  olduqda (3) 

məsələsinin ümumi həlli  

( ) ( ) ( ) ( )zFzPzZzF m 1+= , 

şəklində ifadə olunur, burada ( )−zZ bircins məsələnin kanonik həlli, 

( )zPm dərəcəsi m  olan ixtiyari çoxhədlidir, ( )zF1 isə 

 

( )
( )
2

1

zZ
zF 

( )
( )

−

−+ −







 
ii

i

ze

d

eZ

eg

1
. 

 

ifadəsi ilə təyin olunur. Bundan əlavə, 1−m  olduqda həll 

yeganədir və 1−=m  olduqda o );( pLg üçün həllolunandır. 

  Birinci fəslin dördüncü paraqrafında Morri-Hardi siniflərində 

analitik funksiyalar üçün  Riman sərhəd məsələsinə baxılır. Bunun 

üçün bu sinifdən olan funksiyaların bəzi xassələri və bu funksiyaların 

Koşi tip inteqral vasitəsilə təsvirinin mümkünlüyü araşdırılır. 
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 C  kompleks müstəvisində  1: == zCz  çevrəsi üzrə 

Morri fəzasını təyin edək. ( ) ,−  aralığında ölçülən (Lebeq 

mənada) bütün funksiyalar fəzasını ( ) ,0 −L  ilə işarə edək.  üzrə 

ölçülən ,  

( ) ( ) +













= 



−

p

B

p

B
L

dfBf p

1

1
sup,






 , 

( 


− BB  kəsişməsinin xətti ölçüsüdür ) sonlu normasına 

malik olan funksiyaların normallaşmış fəzasını ( ),pL , + p1 , 

10  , ilə işarə edək, burada sup mərkəzi  üzərində olan və 

ixtiyari radiuslu kürə üzrə götürülür. 

   daxilində ( )
 ,

10

sup, pr
r

H
ff p =

+

norması ilə analitik olan 

( )f  funksiyalarının 10,1,, ++  pH p
,  Morri-Hardi 

siniflərini təyin edək, burada ( ) ( )it

r reftf = . Qeyd edək ki, −+

1H adi 

Hardi sinfi üçün + +

+ pHH p 1,1

,
 doğrudur. 

 Tamamilə analoji olaraq   dairəsinin xarici üçün  də Morri-

Hardi sinfini qura bilərik. Fərz edək ki, ( ) ==− \C . Əgər 

f  funksiyasının sonsuz uzaqlaşmış nöqtə ətrafında Loran sırasına 

ayrılışı  

 ( ) 
−=

=
m

k

k

k zazf , 0ma ,                      (8) 

şəklində olarsa , onda −− da analitik olan f funksiyasının 

sonsuzluqda sonlu m tərtibinə malik olduğunu deyəcəyik. 

 Belə ki, f funksiyası 0m olduqda  −=z da m tərtibli 

poliusa malik olur; 0=m  olduqda =z  ətrafında məhduddur; 

0m  olduqda −=z da ( )m−  tərtibli sıfıra malikdir. Fərz edək ki, 

( ) ( ) ( )zfzfzf 10 += , burada ( )zf0  baş hissədir (yəni  ( ) 


=

=
0

0

k

k

k zazf
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), ( )zf1  isə (8) ayrılışının requlyar hissəsidir. Deməli, 0m  olarsa 

00 f , 0m  olarsa 0f  m tərtibli çoxhədlidir, yəni mf =0deg . 

Əgər mf 0deg  və 
,pHF +  olarsa, onda  f funksiyası ,p

m H−

sinfinə daxildir, burada ( ) .,
1

1 







= z

z
fzF

 
 Bu fəslin əsas nəticələrinin alınmasında B.T. Bilalovun 

işlərindən aşağıdakı teoremdən isifadə olunmuşdur. 

 Teorem 3. Fərz edək ki,  

  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 







=−

−

−

+

+

−+

,;

,,0

,, 


p

m

p HFHF

FGF
                       (9) 

,10,1 + p  

məsələsinin 𝐺(∙) əmsalı 𝛼); 𝛽) şərtlərini ödəyir və )(arg)( iteGt =

funksiyasının  −−  , da {ℎ𝑘}0
𝑟 sıçrayışları 

  

____

,0,
2

1 rk
p

h

p

k =+−





. (10) 

bərabərsizliyini ödəyir, burada )()(0  −−=h . 

Onda: 

) 0m olduqda (9) məsələsi 

( ) ( ) ( )zPzZzF k ,    

  

şəklində ümumi həllə malikdir, burada ( )−zZ bu məsələnin kanonik 

həllidir, ( )−zPk dərəcəsi mk   olan ixtiyari çoxhədlidir; 

) 0m olduqda (9) məsələsi yalnız trivial həllə malikdir. 
 ,, p

m

p HH −+  , + p1 , 10  , 

Morri-Hardi siniflərində aşağıdakı qeyri-bircins Riman sərhəd 

məsələsinə baxaq 

( ) ( ) ( ) ( )  =− −+ ,argfFGF ,                  (11)    

burada − ,pLf  verilmiş ixtiyari funksiyadır. 

 Teorem 3-dən birbaşa alınan bəzi nəticələrdən istifadə edirik. 
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 Nəticə 1. Fərz edək ki, (11) məsələsinin )(G əmsalı )),

şərtlərini ödəyir və  r

kh
0
   )()(:),( 01

 −−=− hs
r

k

kəsilmə nöqtələrində ))(arg()( iteGt =  funksiyasının sıçrayışlarıdır. 

Fərz edək ki, (10) bərabərsizliyi ödənilir. Onda ,pLf  ,

+ p1 , 10  , üçün (11) məsələsinin  ,

1

, pp HH −−+   Morri-

Hardi siniflərində  Koşi tip inteqral vasitəsilə ifadə olunan  yeganə  

                 
( )
( )

( )
−

+
=






dttK
eZ

tfzZ
zF zit2

)(
)(1 ,              (12) 

həlli var. 

 Bu teoremdən həmçinin aşağıdakı nəticə alınır. 

 Nəticə 2. Fərz edək ki, nəticə 1-in bütün şərtləri ödənilir. 

Onda 
,pMf  , + p1 , 10  , üçün (11) məsələsi 

 ,

1

, pp MHMH −−+  Morri-Hardi siniflərində Koşi tip inteqral vasitəsi 

ilə ifadə olunan yeganə (12) həllinə malikdir. 

 Dissertasiya işinin ikinci fəsli 

 
( )  Zn

nsigntnti
eE 

+




 ,                    (13)  

 

şəklində eksponent sisteminin bazislik xassələrinin araşdırılmasına 

həsr olunmuşdur, burada −C  kompleks parametr, −Z  tam 

ədəddir. Bu sistem  
( )  ,Zn

tnsignniee 

+ 
  

 

eksponent siteminin başqa modifikasiyasıdır. Morri fəzasının 

kəsilməz funksiyaların sıx olduğu alt fəzasında bu sistemin bazislik 

xassələri (tamlıq, minimallıq, bazislik) araşdırılır. Həmin altfəzada 

bu sistemin tamlığı (minimaldır və ya basis təşkil edir) üçün kafi şərt 

tapılır. Qeyd etmək lazımdır ki, (13) şəklində sistemin bazislik 

xassələri e  sisteminin müvafiq xassələrindən kökündən  fərqlənir. 

e  sisteminin Morri tipli fəzalardakı bazislik xassələri B.T.Bilalovun 

yeni məqalələrində çap edilmişdir. 
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 İkinci fəslin birinci paraqrafında bu fəsildə istifadə olunacaq 

əsas anlayışlar daxil edilir.  

 İkinci fəslin ikinci paraqrafında sərhəd məsələsi metodunu 

tətbiq etməklə 𝑀𝑝,𝛼 Morri fəzalarında E  eksponent sisteminin 

bazisliyi müəyyənləşdirilir. Bu metod sistemin hissələrinin uyğun 

olaraq 
,pMH + və 

,
1

pMH −−  Morri-Hardi fəzalarında bazisliyinin 

müəyyənləşdirilməsini tələb edir. 

 İkinci fəslin üçüncü paraqrafında fazası həqiqi parametrdən 

asılı xətti funksiya olan həyəcanlanmış eksponent sisteminə baxılır. 

Aşağıdakı teorem isbat olunmuşdur. 

 Teorem 4. Fərz edək ki, .Re2 Z
p
+


 Onda 

( )  01 
− n

tnsignnie  , 

eksponent sistemi ,pM , 10  , + p1 , fəzalarında yalnız və 

yalnız o zaman bazis təşkil edir ki, 0Re2)( =







+=

p
d


 ( −

tam hissə)olsun. ( ) 0d olduqda o ,pM  fəzasında tam deyil, lakin 

minimaldır; ( ) 0d  olduqda o ,pM  fəzasında tamdır, lakin 

minimal deyil. 

 İkinci fəslin dördüncü paraqrafında fazası iki həqiqi 

parametrdən asılı hissə-hissə xətti funksiya olan həyəcanlanmış 

eksponent sisteminə baxılır. 
( )( )  ,; Zn

tnti neE 

+




  

eksponent sisteminə baxaq, burada +−= )()( signtttn  ;signn

−R , həqiqi parametrlərdir. 

 Teorem 5. Fərz edək ki, R ; həqiqi parametrləri 

aşağıdakı bərabərsizlikləri ödəyir 

.
2

21;
2

1
pppp













−−+−−+−  
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Onda 
 ,E  eksponent sistemi ,pM , 10  , + p1   

fəzasında bazis təşkil edir. 

 Belə ki, daha ümumi şəkilli 

  Zn

tntieE 

+ ))(
~

(

,

~ 
 , 

eksponent sisteminə baxaq, burada  

( ) ( )signnttn 
~

2

1~
−= , Zn , 

( )
 

(



++−

−++−
=

,,0,222

,0,,222~

2

1






tmt

tmt
t  

− Zmm 21 , hər hansı tam ədədlərdir. ( )
~

 funksiyası 0=t  

nöqtəsində sıçrayışa malikdir və bu nöqtədə sıçrayış  

( ) ( ) ( ) ( ) 12121 24222200
~~

mmmmh −+−=+−+−=−−+= , 

bərabərdir.  

 Həmçinin, alırıq   

( ) ( )

( ) ( ) .244222

222
~~~

212

10





mmm

mh

−−−−=+−−

+−−−=−−=
 

 Aşağıdakı şərtləri ödəyən 21;mm    tam ədədlərini seçək 

p

h

p

k 




+−

2

~

1 , 1,0=k . 













+−−−+

−+−+

p
mm

p

p
mm

p
















21

12

2
21

2
1

                    (14) 

olduğunu alırıq. 

12 mmm −=  olduğunu qəbul edərək aşağıdakı teoremin doğruluğunu 

alarıq. 

 Teorem 6. Fərz edək ki, elə m  tam ədədi var ki 
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+−−+−

+−+−

p
m

p

p
m

p
















2
21

,
2

1

, 

bərabərsizlikləri ödənilir. Onda  ,

~
E

 
eksponent sistemi 

+ pM p 1,10,, 
,  fəzasında bazis təşkil edir. 

İkinci fəslin beşinci paraqrafında uyğun olaraq ),(, aaM p −
 

və ),0(, aM p 
 Morri tipli fəzalarında ikiqat və birqat funksiyalar 

sistemlərinə baxılır. Bu fəzalarda bu sistemlərin tamlıq xassələri 

arasında əlaqə qurulur. 

Aşağıdakı şəkildə birqat funksiyalar sisteminə  

( ) ( ) ( ) ( )ttbtta nnn

−+   , Nn , 

və onunla assosasiya olunmuş  

( ) ( ) ( ) ( ) 
Nnnn tWtAtWtA


−−;  ,                        (15) 

ikiqat sisteminə baxaq, burada  

( )
( )  
( )  )




−−


=

,0,,

,,0,

attb

atta
tA  

( )
( )  

( )  )





−−


=

−

+

0,,

,,0,

att

att
tW

n

n

n



 

Aşağıdakı teorem isbat olunmuşdur. 

Teorem 7.  

( ) ( ) ( ) ( )( )tWtAtWtAV mnmn −− ;,
, Nmn , ,  

ikiqat sistemi ( )aaM p ,, −
, + p1 , 10  ,  fəzasında yalnız 

və yalnız o zaman tamdır ki,  
Nnn 

+  və  
Nnn 

−  sistemləri eyni 

zamanda ( )aM p ,0,

 fəzasında tam olsun. 

 Həmçinin aşağıdakı teorem doğrudur. 
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 Teorem 8.  
NnnnV


 ,1  sistemi ( )aaM p ,, − , + p1 ,

10  ,   fəzasında yalnız və yalnız o zaman tamdır ki,  
Nnn 

+ 1

və  
Nnn 

−  sistemləri ( )aM p ,0,  fəzasında tam olsun. 

 Bu teoremdən aşağıdakı nəticə alınır. 

 Nəticə 3.  
( )( )  0

+

n

signntntie 

,
 

ikiqat eksponent sistemi ( ) 10,1,,, +−  pM p ,  

fəzasında yalnız və yalnız o zaman tamdır ki, ( )( )  Nntnt + sin  

sinuslar sistemi və ( )  Nntnt + cos1  kosinuslar sistemi 

( )− ,0,pM da tam olsun. 

 Həmçinin alırıq. 
 Nəticə 4.  

( )( )  01 

+ n

signntntie   

eksponent sistemi ( ) 10,1,,, +−  pM p
 fəzasında yalnız 

və yalnız o zaman tamdır ki, ( )( )  Nntnt + sin  və 

( )  Nntnt + cos1  sistemləri ( )− ,0,pM da tam olsun. 

 ( )baM p ,,
 fəzası ilə assosiativ olan  ( )( )baM p ,,

fəzasını 

təyin edək və onu M   ilə işarə edək. Fərz edək ki, S  ( )−baM p ,,
də 

vahid kürədir, yəni  

( )
( )

 1:,
,

,
, =

baL

p
pfbaMfS 

 . 

M   ( )−ba, də ölçülən funksiyaların sonlu  

+= 




b

a
Sf

M
fgdtg sup , 

norması ilə Banax fəzasıdır. 

 Fərz edək ki,  
NnnnV

,
 sistemi ( )−− aaM p ,,

 də minimaldır 

və   ( )aaMhh
Nnnn ,; −



−+  ona biortoqonal sistemdir.  

( ) ( ) Nkthth kkk −+= +++ , , 
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( ) ( ) Nkthth kkk −+= −−− , , 

təyin edək. Aşağıdakı teorem doğrudur.  

 Teorem 9.  
NnnnV

,
 sistemi ( ) ,1,,, +− paaM p

10  ,  fəzasında yalnız və yalnız o zaman minimaldır ki,  
Nnn 

+  

və  
Nnn 

− sistemləri ( )−aM p ,0, da tam olsun.  

 Tamamilə analoji şəkildə aşağıdakı teorem isbat olunmuşdur. 

 Teorem 10.  
NnnnV


 ,1  sistemi ( ) ,1,,, +− paaM p

10  ,  fəzasında yalnız və yalnız o zaman minimaldır ki, 

 
Nnn 

+ 1  və  
Nnn 

−  sistemləri ( )−aM p ,0,
da minimal olsun. 

 İkinci fəslin altıncı paraqrafında tn )sin( + , ,...2,1=n  

sinuslar sistemi və tn )cos( − , ,...2,1=n kosinuslar sisteminə 

baxılır, burada R həqiqi parametrdir. ( ) ,0,pM  alt fəzasında bu 

sistemlərin tamlığı, minimallığı və bazisliyi üçün   parametrindən 

asılı kriteriya tapılır. 

 Verilmiş paraqrafın əsas nəticələri aşağıdakı teoremdə ifadə 

olunmuşdur. 

 Teorem 11. Fərz edək ki, Z
p
+


Re  , + p1 , 

10   ,  ödənilir. Onda  
0)sin( − ntn 
 

sistemi ),0(, pM   

fəzasında yalnız və yalnız o zaman bazis təşkil edir ki, 

0
2

Re =







+

p


 olsun. Belə ki, ),0(, pM  fəzasında 

0
2

Re 







+

p


  olduqda o tam deyil, lakin minimaldır; 

0
2

Re 







+

p


 olduqda isə o tamdır, lakin minimal deyil. 

 Analoji nəticə kosinuslar sisteminə aiddir, yəni aşağıdakı 

teorem doğrudur. 
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 Teorem 12. Fərz edək ki, Z
p
+


Re2 , + p1 , 

10  , ödənilir. Onda  
0)cos( − ntn   kosinuslar sistemi 

( ) ,0,pM  fəzasında yalnız və yalnız o zaman bazis təşkil edir ki,

0
2

1

2
Re =








−+

p




 

olsun. ),0(, pM  fəzasında 

0
2

1

2
Re 








−+

p


  olduqda o tam deyil, lakin minimaldır; 

0
2

1

2
Re 








−+

p




 

olduqda tamdır, lakin minimal deyil. 

 

 

 Nəhayət, məsələnin qoyuluşu və işə daimi diqqətinə görə elmi 

rəhbərim AMEA-nın müxbir üzvü, professor Bilal Bilalova dərin 

təşəkkürümü bildirirəm. 
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NƏTİCƏ 

 

 Dissertasiya işi çəkisi ümumi şəkildə olan dəyişən cəmləmə 

dərəcəsinə malik çəkili Hardi fəzalarında və Morri-Hardi fəzalarda 

Riman sərhəd məsələsinin tədqiqinə və alınan nəticələrin Morri tipli 

fəzalarda hissə-hissə xətti fazalı eksponent sistemin bazislik 

xassələrinin tədqiqinə tətbiq olunmasına həsr olunmuşdur. 

 Dissertasiyada alınan əsas nəticələr aşağıdakılardır:  

- dəyişən cəmləmə dərəcəsinə malik çəkili Hardi siniflərində 

hissə-hissə kəsilməz əmsallı bircins Riman sərhəd məsələsinə baxılır,  

bu məsələnin həlli üçün çəki funksiyasına kafi şərt tapılır və ümumi 

həll qurulmuşdur; 

- çəkisi ümumi şəkildə olan, dəyişən cəmləmə dərəcəli,  çəkili 

Hardi siniflərində qeyri-bircins Riman sərhəd məsələsinin 

həllolunanlığı şərti tapılmışdır; 

- Hardi-Morri siniflərində bircins Riman sərhəd məsələsinin 

həllolunanlığı məsələsi araşdırılır və ümumi həll qurulmuşdur; 

- Hardi-Morri siniflərində qeyri-bircins Riman sərhəd 

məsələsinin həllolunanlığı üçün kafi şərt tapılmışdır; 

- Morri fəzasının kəsilməz funksiyaların sıx olduğu alt 

fəzasında xətti fazalı eksponent sisteminə baxılır və onun bazislik 

xassələri müəyyənləşdirilmişdir; 

- analoji məsələlər hissə-hissə xətti fazalı eksponent sistemi 

üçün araşdırılmışdır; 

- Morri tipli fəzalarda ikiqat və birqat sistemlərin bazislik 

xassələri arasındakı əlaqə müəyyənləşdirilir. 

- Morri tip fəzalarda xətti fazalı sinuslar və kosinuslar 

sistemlərinin bazislik kriteriyası tapılır. 
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