
 АЗЕРБАЙДЖАНСКАЯ РЕСПУБЛИКА 

 

На правах рукописи 

 

  

 

ОБ ОПТИМАЛЬНЫХ КОНСТАНТАХ  

В НЕРАВЕНСТВАХ СОБОЛЕВА И ИХ ПРИМЕНЕНИИ 
 

 

 

 Специальность: 1211.01 –Дифференциальные уравнения    

Область науки:  Математика 

Cоискатель:  Шариф  Мамед  оглы Насибов  

 

 

АВТОРЕФЕРАТ   

диссертации на соискание ученой степени   

доктора наук 

 

 

 

 

 

Бakу-2022 



2 

Работа выполнена в Научно Исследовательском Институте 
Прикладной Математики Бакинского Государственного 
Университета. 

Научные консультанты:            академик,  д.ф.–м.н., профессор 
Юсиф Абульфат оглы Мамедов 

академик,  д.ф.–м.н., профессор 
Фикрет Ахмедали оглы Алиев 

Официальные   оппоненты: 
доктор физико-математических наук, профессор               

Таир Сади оглы Гаджиев 
доктор физико-математических наук, профессор 

Гамлет Фарман оглы Гулиев 
доктор математических наук, профессор 

Нихан Алипанах оглы Алиев 
доктор физико-математических наук, профессор 

Варга Казым оглы Калантаров              

Диссертационный совет ED 1.04 Высшей Аттестационной 
Комиссии при Президенте Азербайджанской Республики, 
действующий на базе Института Математики и Механики 
Национальной Академии Наук Азербайджана. 

Председатель диссертационного совета: 
член–корр. НАНА, д.ф.–м.н., профессор 

_______________Мисир Джумаил оглы Марданов 

Ученый секретарь диссертационного совета:         к.ф.–м.н.   

_______________Абдуррагим Фарман оглы Гулиев 

Председатель научного семинара:
 доктор математических наук, профессор 

      _______________ Махир Мирзахан оглы Сабзалиев 



3 
 

ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

 Актуальность темы и степень разработки.  
 Математической моделью процессов распространения 
световых волн в нелинейных средах является задача Коши для 
нелинейного уравнения Шредингера: 

 uuuuui
t
ui pq αβ +∆=+
∂
∂   в  +× RRn ,       (1) 

( )xuu t 00/ == ,                          (2) 
где −≠≥>> 0,0,0,0,0 upq αβ заданная в nR  функция. Для 
уравнения (1) ставится также смешанная задача. 
 Задача (1)-(2) при 0=β  в научной литературе 
исследуется очень интенсивно. Различным свойствам решений 
задачи (1)-(2) при 0=β  посвящено довольно много работ. 
Вопросам разрушения задачи (1)-(2) при 0,0 >= αβ  
посвящены работы  Жибера А.В., Шабата А.Г., Кудряшова О.И., 
Сакбаева В.Ж., Жидкова П.Е., Glassey R.T.,  Merle F., Tsutsumi 
S., Tsvetkov N., Strauss W., Nawa H., Cazenave T., Weissler F.B. и 
др. Вопросы локальной разрешимости задачи (1)-(2) при  0=β  
в различных функциональных пространствах изучены в работах 
Ginibre J. и Velo G., Baillon J.B., Gazenave T., Figueiza, Bourgain 
J., Шабат А.Б. и др.  
 Разрешимость первой смешанной задачи с однородным 
граничным условием для уравнения при 0,0 => αβ  
исследована Лионсом Ж.Л., при 0,0 ≠> αβ  Владимировым 
М.В. и др.  
 Исследования разрешимости задачи (1)-(2) при ,0=β

0>α  в сверхкритическом случае в научной литературе  автору 
неизвестны. Исследования скорости разрушения решений 
задачи (1)-(2) при 0,0 >= αβ  в критическом и сверхкрити-
ческом случаях в научной литературе автору неизвестны. 
 В работах  Владимирова М.В.  первая смешанная задача с 
однородным граничным условием для уравнения (1) 
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исследовалась без определения знака параметра α  и не 
исследовалось поведение решений при ∞→t . Далее, в научной 
литературе не исследовалась глобальная разрешимость задачи 
Коши для уравнения Шредингера-Хартри в критическом и 
сверхкритическом случаях. 
 Исследование самоканализации решений задачи (1)-(2) 
при 0,0 >= αβ  с нелинейным членом вида ( )uuf 2   вместо 

uu p при подходящих условиях на функции ( )2uf  в научной 
литературе отсутствует.  
 В решении проблемы глобальной разрешимости задачи 
(1)-(2) при 0,0 >= αβ  в сверхкритическом и критическом 
случаях возникает проблема определения наилучшей константы 
и ее оценки в неравенстве Гальярдо-Ниренберга-Соболева.  
 Исходя из этих соображений можем заключить, что тема 
диссертации, посвященная исследованию вопросов разреши-
мости, разрушения, самоканализации и поведения решений при  

∞→t  эволюционного уравнения Шредингера, Шредингера-
Хартри и Гинзбурга-Ландау, и создания с этой целью 
соответствующего математического аппарата является 
актуальной и представляет интерес как с теоретической, так и с 
практической точки зрения.  
 Объект и предмет исследования.  

Основным объектом диссертационной работы является 
вычисление оптимальных констант в неравенствах Соболева и 
их применение к нелинейным эволюционным уравнениям 
Шредингера, Шредингера-Хартри  и Гинзбурга-Ландау. 
 Цель и задачи исследования.  

Цель диссертационной работы состоит в решении 
следующих основных задач.  
 1. Исследование вопросов разрешимости, разрушения, 
поведения  при ∞→t  решений задачи (1)-(2). 
 2. Исследование вопросов разрешимости и разрушения  
решений первой смешанной задачи с однородным краевым 
условием для уравнения (1). 
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 3. Исследование разрешимости и разрушения решений 
задачи Коши для уравнения Шредингера-Хартри. 
 4. Исследование вопросов  разрушения решений первой 
смешанной задачи с однородным граничным условием для 
нелинейного эволюционного уравнения типа Шредингера.  
 5. Исследование вопросов  разрушения решений первой 
смешанной задачи с однородным граничным условием для 
нелинейного эволюционного уравнения типа Гинзбурга-Ландау-
Шредингера. 
 6. Вычисление точной константы в неравенстве 
Гальярдо-Ниренберга-Соболева и получение априорной оценки 
точной константы. 
 7. Создание математического аппарата для исследования 
разрешимости задачи Коши и первой смешанной задачи с 
однородным краевым условием для уравнения (1) и для 
уравнения Шредингера-Хартри. 
 Методы исследования.  

В диссертационной работе использованы методы 
математической физики, теории обыкновенных дифферен-
циальных уравнений, теории функциональных пространств, 
теорем вложения и функционального анализа, теории 
преобразования Фурье.  
 Основные положения, выносимые на защиту.  
1. Вычислены наилучшие константы в неравенствах 
Соболева, и они применены к исследованию глобальной 
разрешимости и разрушению решений задачи Коши для 
нелинейных эволюционных уравнений Шредингера и 
Шредингера-Хартри. 
2. Вычислены точные константы в некоторых неравенствах 
современной математической физики и исследована их 
внутренняя связь. 
3. Предложен метод, позволяющий доказать отсутствие 
глобальных решений смешанной задачи для нелинейных 
эволюционных уравнений типа Гинзбурга-Ландау и 
Шредингера.  
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4. Предложен метод, позволяющий доказать глобальную 
разрешимость и разрушение решений задачи Коши для 
нелинейных эволюционных уравнений Шредингера и 
Шредингера –Хартри в сверхкритическом и критическом 
случаях.  
 Научная новизна исследования.  
1. Доказано новое точное интегральное неравенство, которое 
применено к   доказательству  неравенства энтропии.  
2. Доказано одно обобщение неравенства энтропии. 
3. Установлена внутренняя связь между некоторыми 
фундаментальными неравенствами математической физики. 
4. Вычислена точная константа в двух неравенствах Соболева. 
5. Получены априорные оценки точной константы в одном 
неравенстве Гальярдо-Ниренберга-Соболева. 
6. Предложено новое доказательство логарифмического 
неравенства Гросс-Соболева.  
7. Оценено сверху время разрушения maxt задачи (1) при 

0,0 >≤ αβ . 
8. Получены достаточные условия для глобальной 
разрешимости слабого обобщенного решения первой смешан-
ной задачи для уравнения (1). 
9. Для уравнения (1) при 2,2 == qp  поставлена первая 
однородная смешанная задача и исследована гладкость 
обобщенного слабого решения и его поведение при  ∞→t . 
10. Для задачи (1)-(2) при 0,0 >= αβ  доказано, что ее гладкие 
решения разрушаются при np /4≥ для некоторых начальных 
данных 0u  и получены оценки снизу скорости разрушения в 
некоторых нормах. 
11. Для одной системы нелинейных эволюционных  уравнений 
Шредингера поставлена задача Коши, исследована ее 
глобальная разрешимость и разрушение.  
12. В ограниченной области приведена сверху оценка 
наилучшей константы в неравенствах  Соболева и Стеклова. Эти 
оценки применены  соответственно к доказательству отсутствия 
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нетривиальных обобщенных решений первой однородной 
краевой задачи для однородного стационарного уравнения 
Шредингера и собственных функций спектральной задачи для 
оператора Лапласа.  
13. Исследована гладкость обобщенного решения первой 
смешанной задачи уравнения (1) при 0,0 >= αβ  в двумерной 
области  и их разрушения для звездных областей. 
14. Предложено одно обобщение уравнения (1) при 0=β  и для 
него рассмотрена однородная смешанная задача первого рода в 
ограниченной области многомерного евклидова пространства и 
доказано разрушение решений этой задачи. 
15. Доказано разрушение и отсутствие глобальных решений 
смешанной задачи для одного нелинейного эволюционного 
уравнения типа Гиинзбурга-Ландау.  
16. Доказано одно новое интерполяционное неравенство 
Соболева, которое применено к глобальной разрешимости 
задачи Коши для уравнения Шредингера-Хартри. Исследованы 
критический и сверхкритический случаи. 
17. Доказано неравенство типа Трудингера в неограниченной 
области, которое применено к задаче (1), (2), при 0=β ,  любом  

0≠α . 
18. Получено достаточное условие для самоканализации 
решений задачи (1), (2) при 0,0 >= αβ с нелинейным членом  

( )uuf 2 . 
19. Исследованы  глобальная разрешимость и разрушение 
решений задачи (1), (2) при 0,0 >= αβ  в сверхкритическом 
случае.  
20. Исследовано разрушение решений первой смешанной задачи 
с однородным граничным условием для нелинейного 
эволюционного уравнения типа Гинзбурга-Ландау.  
 Теоретическая и практическая ценность исследо-
вания. Диссертация носит теоретический и прикладной 
характер. В ней развита теория и методы решения задачи Коши 
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и первой смешанной задачи для нелинейных эволюционных 
уравнений. Методы настоящей работы могут быть 
распространены на задачи, близкие по постановке к изучаемым 
в данной работе задач. 
 Результаты диссертации могут применены в научных 
исследованиях и при разработке численных методов решения 
задач математической физики. 
 Апробация и применение.  

Основные результаты диссертации докладывались на 
семинарах отдела "Дифференциальные уравнения" ИММ НАН 
Азербайджана (доктор физико-математических наук, профессор 
А.Б.Алиев), на семинарах отдела "Математический анализ" (чл.-
корр. НАН Азербайджана, проф. В.С. Гулиев), на семинарах 
отдела "Негармонический анализ" (чл.-корр. НАН Азербай-
джана, проф. Б.Т.Билалов), на семинарах кафедры 
"Математическая физика" БГУ (академик НАН Азербайджана, 
проф. Ю.А.Мамедов), на общеинститутских семинарах НИИ 
"Прикладной математики" Бакинского Государственного 
Университета (академик НАН Азербайджана, проф. Ф.А.Алиев). 
 Личный вклад автора.  Все результаты, полученные в 
диссертационной работе, являются личным вкладом автора.  
 Публикации автора.  Основные результаты диссертации 
опубликованы в 39 работах. 

Наименование учреждения, где выполнена 
диссертационная работа. Работа выполнена в НИИ 
Прикладной Математики Бакинского Государственного 
Университета. 
 Структура и объем диссертации (в знаках, с 
указанием объема каждого структурного подразделения в 
отдельности). Общий объем диссертационной работы – 439439 
знаков (титульная страница – 425 знаков, содержание – 3537  
знаков, введение – 68000 знаков, первая глава – 80000 знаков, 
вторая глава – 68000 знаков,  третья глава –92000 знаков, 
четвертая глава-78000 знаков, пятая глава–48000 знаков,  
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выводы –1477 знаков). Список используемой литературы 
состоит из 133 наименований. 
 
 

СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 
 

 Во введении обосновывается актуальность темы, дается 
обзор работ, примыкающих к теме диссертации и излагается 
краткое содержание работы. 
 Первая глава посвящена доказательству некоторых 
интегральных неравенств и их применению. Эта глава состоит 
из шести параграфов. 
 В параграфе 1.1 доказывается одно интерполяционное 
неравенство и оно применяется к доказательству неравенства 
энтропии. 

Для удобства дальнейшего изложения примем 

следующие обозначения:  ,1,)(
/1

≥












= ∫ pdxxuu
p

R

p
p

n
  норма в 

),( n
p RL  индекс p  в p⋅  будем опускать при ,2=p  т.е. будем 

писать .⋅   Для заданного ρ  из интервала ),,0( 0ρ  где +∞=0ρ  
при )2/(4,2,1 0 −== nn ρ  при ,3≥n  определим ).2/(5,0 += ρρα n  

Для заданного )1,0(∈α  определим .)1( 1 αα ααχ −−=  Пусть  

∫
+∞

−− ⋅=Γ>∀
0

1)(0 dtte t θθθ
 

гамма –функция Эйлера; 

∫ −− −=>>∀
1

0

11 )1(),(0,0 dtttB γβγβγβ
 

бета-функция Эйлера, ,

2

2 2/







Γ

=
n

n

n
πσ
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Лемма 1. Пусть −αρ , определенные выше числа, 
),()( 2

nRLx ∈ν )(2
nRLr ∈ν . Тогда справедливо следующее 

интерполяционное неравенство: 
,)( 1

)1/()2(
αα

ρρ
νναν −

++
≤ rkg   

(4) 

где )(αgk - константа, определенная формулой (3). 
Константа gk  является точной: неравенство (4) 

переходит в равенство при ( ) ,)()( /112
32

1
0 ρ

ωω

ωνν +
+

==
r

rx  где 

−321 ,, ωωω  произвольные положительные числа. 
 С помощью леммы 1 доказывается следующая 

Теорема 1. Пусть )(),( 22
nn RLruRLu ∈∈ . Тогда  

справедливо следующее неравенство энтропии: 

.
2
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)(
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2

2

2

2
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





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≤− ∫ un
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(5) 

Неравенство (5) является точным: оно переходит в равенство 
при 

,exp)(
2











−−=



xxbaxu

 
 где −ba,  произвольные положительные постоянные, nRx∈



 
произвольно. 
 В параграфе 1.2 рассматривается одно обобщение 
неравенства энтропии. 

Пусть k - любое заданное положительное  число. Пусть  
ρ    заданное положительное число такое, что при  0≤− kn ρ -
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любое, а при  0>− kn , )/(2 knk −<ρ . Положим  )]2(/[ += ρρα kn , 

для заданного α   определим   αα ααχ −−= 1)1( .  
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0
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бета-функция Эйлера; ),2/(/2 2/ nn
n Γ= πσ  

nk
n

nk
n

g

k
n

k
n

k
n

k
k

n
k
nB

k
k

2/

2/
)1(

1)1(,1)(

α

α

α

α
ασ

χα
ασ

χ
α

























Γ







 −

Γ





Γ

=













 −

= (6) 

 Лемма 2. Пусть αρ ,,k -определенные выше числа, 
),()( 2

nRLxV ∈ xrRLxVr nk =∈ ),()( 2
2/ . Тогда справедливо 

следующее интегральное неравенство:  
αα

ρρ
α −

++
≤ 12/

)1/()2( )( VVrkV k
g ,                    (7) 

где )(αgk -константа, определенная формулой (6). Константа  
)(αgk   является точной: неравенство (7) переходит  в 

равенство при ρωωω /11
3210 )/()()( ++== krrVxV , где 321 ωωω ,,  - 

произвольные положительные числа. 
 С помощью леммы 2 доказывается следующая 

Теорема 2. Пусть )(),( 2
2/

2
nkn RLurRLu ∈∈ , 0>∀k .  

Тогда справедливо следующее неравенство энтропии: 


























 Γ

≤












− ∫ 2

22/
/

2

2

2

2 )/(
ln

)(
ln

)(

un

urkn
k

ek

k
ndx

u

xu

u

xu
k

nk
n

Rn

σ

.          (8) 

Неравенство (8) является точным: оно переходит в равенство 
при 
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









−−==

k

xxbaruxu
0

0 exp)()( ,     

где ba, -произвольные положительные постоянные, nRx∈
0

 
произвольно.  
 При 2=k  неравенство (8) переходит в известное 
неравенство энтропии. 
 В параграфе 1.3 излагаются некоторые замечания о 
фундаментальных неравенствах Гросс-Соболева, Хиршмана, 
Паули-Гейзенберга-Вейля и неравенстве энтропии. 
 В этом параграфе доказан n   мерный аналог неравенства 
Хиршмана с точной константой в нем. Вычислена точная 
константа в неравенстве Паули-Гейзенберга-Вейля. Доказана 
равносильность двух форм логарифмического неравенства 
Гросса-Соболева и найдено новое доказательство этого 
неравенства на основе неравенств энтропии и Хиршмана. 
Доказано неравенство  Паули-Гейзенберга-Вейля с точной 
константой в нем еще двумя другими способами, 
раскрывающими его внутреннюю связь с неравенствами 
энтропии, Гросса-Соболева и Хиршмана. Предложен один 
новый способ доказательства неравенства энтропии. 
 Перейдем к изложению полученных результатов. 
Известны следующие предложения. 
 Предложение 1[1]. Пусть ( )nHxf R1)( ∈∀ . Тогда 
справедливо логарифмическое неравенство Гросса-Соболева 

( )[ ] ,ln1)( 2

2
2

f

f
nfI

∇
≤++ λπλ                               (9) 

где ,0>λ ∫=
n

dx
f

f

f

f
fI

R

.ln)( 2

2

2

2

 

                                                           
1 F.B. Weissler, Logarithmic Sobolev inequalities for the heat-diffusion semigroup, 
Trans. Amer. Math. Soc., 237(1978), 255-269 
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 Здесь и далее ( ) ( )−≡ nn WH RR 1
2

1 пространство Соболева,
−⋅  норма в ( )nL R2 . 

 Предложение 2 [2]. Пусть ( )nHxf R1)( ∈∀ . Тогда 
справедливо следующее логарифмическое неравенство Гросса-
Соболева:  

.2ln
2

)( 2

2













 ∇
≤

f

f
en

nfI
π

                                (10) 

 Утверждение 1. Неравенства (9) и (10) равносильны: из 
(9) следует (10) и из (10) следует (9). 
 Утверждение 2. Пусть ( ) ( )nn LLxf RR 21)( ∩∈∀ ( )−ξf̂
Фурье-образ функции )(xf :  

( ) ∫ −= .)(
2

1)(ˆ
2/ dxxfef ix

n
ξ

π
ξ  

 Тогда справедливо следующее неравенство Хиршмана:  
( ) ( ) ( )enfIfI πlnˆ −≤+  .                            (11) 

 Неравенство (11) является точным: равенство в нем 
достигается тогда и только, когда ,0,

2

>∀= −− aaef xxb

.,0 nxb R∈∀>∀  
 Утверждение 3. Пусть ( ),)( 1 nHxf R∈∀ ( ),2

nLrf R∈ xr = . 
Тогда справедливо следующее неравенство Паули-Гейзенбарга-
Вейля:  

.ˆ22 2/12/12/12/1 rff
n

rff
n

f ξ=∇≤                (12) 
Неравенство (12) является точным: равенство в нем  достигается 
тогда и только тогда, когда f является гауссовой функцией:

,
2xxbaef −−= ,0>∀a .,0 nxb R∈∀>∀  

                                                           
2L. Gross, Logarithmic Sobolev inequalities, Amer. J. Math., 97(1975), 1661-1683  
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 Утверждение 4. Пусть ( ) ( )nRR 2
1 , LrfHf n ∈∈∀ . Тогда 

справедливо неравенство энтропии 

.2ln
2

)( 2

2














−≥

f

rf
n

enfI π                                (13) 

 Неравенство (13) является точным: равенство в нем 
достигается тогда и только тогда, когда f  является гауссовой 

функцией: ,
2xxbaef −−= nxba R∈∀>∀>∀ ,0,0 . 

 Теорема 3. Справедливы следующие дедуктивные 
заключения:  
 1. Из неравенств энтропии и Гросса-Соболева следует 
неравенство Паули-Гейзенберга-Вейля. 
 2. Из неравенств энтропии и Хиршмана вытекает 
неравенство Паули-Гейзенберга-Вейля. 
 3. Из неравенств энтропии и Хиршмана следует 
неравенство Гросса-Соболева. 

В параграфе 1.4 доказывается одно неравенство типа 
Трудингера и оно применяется к исследованию вопроса 
единственности первой начально-краевой задачи для одного 
нелинейного эволюционного уравнения Шрёдингера. 
 Пусть 2R⊂Ω ограниченная или неограниченная область с 
достаточно гладкой границей .Ω∂ Рассмотрим для нелинейного 
эволюционного уравнения Шрёдингера следующую начально-
краевую задачу: 

,,0, Ω∈>=∆+ xtuuguiut
ρ                      (14) 

,,00 Ω∈=
=

xuu t                            (15) 
.0,00 >=

=Ω∂
tu                            (16) 

Здесь +∈∈ RRg ρ},0{\1 параметры уравнения (14), 0u – 
заданная  наΩфункция. 

Под слабым глобальным обобщенным решением задачи 
(14)–(16) понимается следующее: функция ∩∈ − )];,0([ 1HTCu
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))(];,0([ 1 Ω∞


HTL  удовлетворяет (14)–(16) в смысле распределе-
ния при .0>∀T  
Справедлива следующая 

Теорема 4. (о глобальном существовании).  

А) Пусть ),2,0(,0 ∈< ρg ).(1
0 Ω∈



Hu  Тогда   задача (14)–(16) 
имеет слабое глобальное решение.  
Б)  Пусть .2,0 =< ρg  Далее, предположим, что начальная 

функция   )(1
0 Ω∈



Hu  такова, что для нее выполняется условие 
,2

0
2

0 ψ<⋅ ug  
где  −0ψ   радиально-симметричная функция, ,),(00 xrr ==ψψ
которая является положительным решением следующей 
краевой задачи: 









∞∩∈=∞=

∞<<=+−+

)).,0([)()(,0)(,0)0(

,0,01)(

221
00

'
0

3
00

0
02

2

CRHr

r
dr

d
r

r
dr
d

ψψψ

ψψ
ψ

ψ
           

Тогда  задача  (14)–(16) имеет слабое глобальное решение. 
 Замечание 1. При 0>g  задача (14)–(16) имеет слабое 

глобальное решение ).(1
0 Ω∈∀



Hu  
Теорема 5. Пусть 2R⊂Ω  ограниченная или неограни-

ченная область. Пусть )(xu -любая функция из пространства 

).(1 Ω


H  Тогда справедливо следующее неравенство : 

,1exp 2

2

2

2

u

u
Cdx

u

u
T
∇

≤













−














∇
∫
Ω

θ                     

где 
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∑
∞

=
−

−

− −
=<<

1
12

23

1 .
)12(

1
!

,40
m

m

m

m

m

T m
m

m
C

e π
θπθ  

 Теорема 6. Слабое решение задачи (14)–(16) 
единственно. 
 В параграфе 1.5 доказывается одно интерполяционное 
неравенство Соболева. Далее, предлагается новое доказа-
тельство логарифмического неравенства Гросс-Соболева на 
основе интерполяционного неравенства Соболева. 
 Справедлива следующая  

Теорема 7. Пусть ),()( 1 nRHxu ∈  где )()( 1
2

1 nn RWRH ≡   
пространство Соболева. Пусть αρ ,  определенные числа из 
параграфа 1.1, )(αgK  определено формулой (3). Тогда 
справедливо следующее мультипликативное неравенство 
Гальярдо -Ниренберга-Соболева 

.1
02

αα
ρ

−
+

∇≤ uuKu
  

  

Здесь ,
1
2)(0 







+
+

=
ρ
ρα Bg KKK где BK  определяется  следующим 

образом 

( ) .111,21,
22

2/11

=
′

+≤≤





















 ′







=

′
−

pp
ppppK

n

pp
B ππ

   
 
(17) 

С помощью теоремы 6 доказывается следующая 
Теорема 8. Пусть )()( 1 nRHxu ∈ . Тогда справедливо 

следующее логарифмическое неравенство Гроссa-Соболева:  













 ∇
≤∫ 2

2

2

2

2

2 2
ln

2
)(

ln
uen

undx
u

xu

u

u
nR π

.                    (18) 

Неравенство (18) является точным: оно переходит в равенство 
при 

),exp()( 2xxbaxu −−=  
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где ba, - произвольные положительные постоянные, −∈ nRx
произвольно. 
 В параграфе 1.6 доказывается одно интерполяционное 
неравенство Соболева. Далее, предлагается одно обобщение 
логарифмического неравенства Соболева на основе интерпо-
ляционного неравенства Соболева. 
 Справедлива  

Теорема 9. Пусть )(ˆ ξU  преобразование Фурье функции 
)(xU  

∫ ∈= −

nR

nxi
n RdxxUeU .,)(

)2(
1)(ˆ ),(

2/ ξ
π

ξ ξ  

Пусть αρ ,,k  - определенные числа из параграфа 1.2, 

),()( 2
nRLxU ∈ ).()(ˆ

2
2/ nk RLU ∈ξξ   

Тогда справедливо следующее мултипликативное 
неравенство Соболева 

αα

ρ ξξ −
+
≤ 12/

02 )(ˆ UUKU k . 

Здесь 







+
+

=
1
2)(0

ρ
ρα Bg KKK , где −)(αgK определено в 

параграфе 1.2 формулой (6), а  BK  определено в параграфе 1.5 
формулой (17). 
 При 2=k  из теоремы  9 следует теорема 7 из параграфа 
1.5, при  4=k  в силу соотношения  UU ∆=ˆ2ξ  из теоремы 9 

вытекает следующая 
Теорема 10.  Пусть ( )∞∈ ,0ρ   при 4≤n  , а при 4>n









−
∈

4
8,0

n
ρ ( )[ ]24/ += ρρα n . Далее, пусть ),()( 2

nRLxU ∈

)(2
nRLU ∈∆ . Тогда справедливо следующее интерполяционное 

неравенство Соболева 
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αα
ρ

−
+

∆≤ 1
02 UUKU .    

Здесь 







+
+

=
1
2)(0

ρ
ρα Bg KKK , 

где              

   
n

n
g

nnBK
/2

4
)1(,

44
1)(

α

α
ασ

χ
α 














 −

= ,  

BK  определено формулой (17).  
Теорема 11. Пусть k  произвольное положительное 

число. Далее, пусть ( ) ( ),2
nRLxU ∈ ).()(ˆ

2
2/ nk RLU ∈ξξ  Тогда 

справедливо следующее логарифмическое неравенство Гросса-
Соболева: 

.

ˆ

lnln 21

2/
/

2

2

2

2


































Γ

≤













−∫
Uen

U
k
n

k
k

k
ndx

U

U

U

U
kk

k
nk

n

Rn π

ξ
σ

 

При 2=k  из теоремы 11 следует   логарифмическое неравенство 
Гросс-Соболева, при  4=k вытекает следующая 

Теорема 12. Пусть ( ) ( )nRHxU 2∈ . Тогда справедливо 
следующее логарифмическое неравенство Гросса-Соболева: 

.
44

4

ln
4

ln 234

2
/4

2

2

2

2






















∆
















Γ

≤












∫

Uen

Un

ndx
U

U

U

U

n
n

Rn π

σ

 

 Вторая глава посвящена вычислению оптимальных 
констант в двух неравенствах Соболева и их применению. Эта 
глава состоит из четырех параграфов. 
 В параграфе 2.1 приводятся две оценки сверху 
наилучшей константы в одном интерполяционном неравенстве 
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Соболева и исследуется их точность. Для заданного   ρ  из 
интервала ( )0,0 ρ , где ∞=0ρ  при ( )2/4,2,1 0 −== nn ρ  
определим ( )2/5,0 += ρρα n . Для наилучшей константы в 
неравенстве Соболева 

αα
ρ

−
+

∇≤ 1
02 UUKU  ,     (19) 

где −0K наилучшая константа, справедлива оценка  

   ( ) 







+
+

=<
1
2

00 ρ
ρα Bg KKKK . 

Здесь ( )αgK  определена формулой (3), BK  определена 
формулой (17). 
 Далее, приводится еще одна верхняя оценка для 0K  

,
1
2

2
21

2
22

00 +







+
+







 +

=< ρ
ρ
ρρ

χ
GKKKK BB  

где ( ) αα ααχ −−= 11 , ( ) ( ) ,/ 2
2

2
2

−

−=
n

n xxKxG ( )xK n
2

2−   

функция Макдональда, 2≥n . 
 Теорема 13. При 2≥ρ  справедлива оценка ,00 KK ≤  а 

при  −≤< 20 ρ оценка  00 KK ≤ . 
 В параграфе 2.2 исследуется взаимосвязь между 
оптимальными константами в двух неравенствах Соболева.  
 Теорема 14. Между оптимальной константой 0K  в 
неравенстве  Соболева (19) и оптимальной константой cK  в 
следующем неравенстве Соболева  
    ( )nRHc uKu 12 ≤+ρ  
существует следующая связь 

0KKc χ= . 
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 В параграфе 2.3 вычислена оптимальная константа  0K  в 
неравенстве (19). 
 Теорема 15. Для оптимальной константы 0K  в 
неравенстве Соболева (19) справедлива следующая формула 

n

K

α

ψ

α
χ 












 −
= 2

0
0

11 , 

где ( ) −r0ψ основное состояние (положительное решение из 

класса [ )( ) ( )nRHC 12 ,0 ∩∞ ), с минимальной нормой 0ψ ) 
следующей краевой задачи: 

( ) 








=∞=

=+−
−

+

=

+

.0,0

,01

00
0

1
00

0
2

0
2

ψ
ψ

ψψ
ψψ ρ

rdr
d

dr
d

r
n

dr
d

     (20) 

Далее, неравенство (19) применяется к исследованию 
разрешимости задачи Коши для нелинейного уравнения 
Шредингера.  

).(),0(
,

0 xuxu
RRвuuuiu n

t

=

×=∆+ +
ρω

                 (21) 

Здесь −∈∈ + )(,, 01 xuRR ρω заданная в nR  функция. Примем 
следующие обозначения:  

)).(())(())((

,),()2(2))(()),((),( 2
2

12

tuBtuAtuE

tutuBtuAtDu

ω

ρ ρ
ρ

+=

⋅+==⋅ +
+

−

 

 Далее, пусть выполнено  условие на ρ , указанное в параграфе 
2.1. В силу вложения )()( 2

1 nn RLRH +⊂ ρ  отображение 
)(uEu →  является непрерывным функционалом. Пусть 
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)),((supinf,0,14/,0 2/

0
xuEdn n µµλρηω

µ≥
=>>=< ),(1 nRHu∈

;λ=u определим следующие множества 

{ },)(),()(,),(| 1 duEuAuBuRHuuM n <<=∈= η
λ θλ  

{ },)()(,)(,),(| 1 uBuAduEuRHuuM n ηλλ ><=∈=+  

{ },)()(,)(,),(| 1 uBuAduEuRHuuM n ηλλ <<=∈=−  

{ },]1,0[,))((,),(| 2/1 ∈∀<=∈=+ µµµλλ dxuEuRHuuV nn  
{ },),1[,))((,),(| 2/1 ∞∈∀<=∈=− µµµλλ dxuEuRHuuV nn  

где −= −+
0

/4
0

)1(2/4 ,/ ψψλθ ηηη nn  основное состояние уравнения 
(20). 
 Утверждение 5.  
1) Справедлива формула ;)/1)(1( )1/(11 −−−= ηθωηηd   
2) Имеют место равенства  

.,, −−++−+ ==∪= λλλλλλλ MVMVMMM  
Положим .,

00

−

>

−+

>

+ == λ
λ

λ
λ

VVVV   

 Через c  будем обозначать различные константы, не 
зависящие  от t  и  ( )txu ,  . 

Теорема 16. Пусть ,/4 0ρρ <<n  где )2/(40 −= nρ  при 

3≥n  ( ∞=0ρ  при )2,1=n . Пусть −< −+ VV ,,0ω  
соответственно определенные выше множества  
устойчивости. Тогда: 
1) при +∈Vu0  задача (21) имеет единственное глобальное 
решение ( ),)(),,0[)( 1 nRHCtu ∞∈  притом при ),0[ ∞∈∀t  
справедливо включение +∈Vu .  
Для энтропии dxtxutxut ),(ln),()( 2

∫−=ε  нелинейной 
шредингеровской динамики (21) справедлива оценка  

),1ln()( tcct ++≤ε ).,0[ ∞∈∀t  



22 
 

2)  Пусть ).(, 20
nRLruVu ∈∈ −  Тогда задача (21) не имеет 

решения ( ),)(),,0[)( 1 nRHTCtu ∈  в целом, т.е. при .0>∀T  
Теорема 17. Пусть .0,/4 <= ωρ n  Далее, пусть 

)(1
0

nRHu ∈ , )(20
nRLru ∈  и для начальной функции )(0 xu  

выполнено условие ,00
2/ ψω <un  где  −0ψ  основное состояние 

уравнения (20). Тогда задача (21) имеет единственное решение 
( ))(),,0[)( 1 nRHCtu ∞∈   в целом  и для этого решения при ),0[ ∞∈∀t  

справедлива оценка 
,)1()()1( )2/(

/)42(
2/ +−

+
+− +≤≤+ nn

nn
nn tctutc  

).1ln()()1ln( tccttcc ++≤≤++ ε  

 Замечание 2. При 1=n  уравнение (20) решается точно, 
именно: [ ] ,/2),/(//)1( 2/

0 ρθθθθψ θθ =+= xch  тем самым 
 где -бета –функция Эйлера. 

 В параграфе 2.4 получены некоторые достаточные 
условия для отсутствия нетривиальных обобщенных решений 
внутренней задачи Дирихле с однородным краевым условием 
для однородного уравнения типа Шредингера. С этой целью 
установлены некоторые верхние оценки точной константы в 
известном неравенстве Соболева в ограниченной области, а 
также в известном неравенстве Стеклова. 

Пусть nR⊂Ω -произвольная ограниченная открытая 
область с границей 1,,1 ≤<−⊂Ω∂ µµC . 

 Рассмотрим задачу Дирихле для оператора Шредингера 
)(xq+∆  

,0
,0)(

Ω∂=
Ω=+∆

наu
вuxqu

              (22) 

где ∑
= ∂
∂

=∆
n

i ix1
2

2
, )(xq -заданная функция в Ω . Задачу (22) 

[ ] ),,(/)1(2 122
0 θθθθθψ θθ B+= − ),( θθB

10,,1 ≤<⊂Ω∂ µµC
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будем  рассматривать в следующем обобщенном смысле. 

Определение 1. Функция )()(
0 1

2 Ω∈Wxu  называется 
обобщенным решением задачи (22),  если она удовлетворяет 
интегральному тождеству 

 

для любой функции )()(
0 1

2 Ω∈Wxψ .  
 Примем следующие обозначения: Для заданного ρ  из 

интервала ),0( 0ρ , где ∞=0ρ  при 
2

4,2,1 0 −
==

n
n ρ

 
при 3≥n , 

определим 
2

5.0
+

=
ρ
ρα n   .   

 Положим 








+
+

=
1
2

0 ρ
ρ

Bg KKK
, где ( )αgK  определено 

формулой (3), −BK  определено формулой (17). Далее, 

Ω=ΩΩ=Ω − mesKK n
c ,)(),( /1/1

0
αα αα . 

Справедлива следующие теоремы. 
Теорема 18. Пусть ρ -определенное выше число, 
constxq ≠)( - заданная в Ω  функция из класса ).(/)2( Ω+ ρρL  Далее 

пусть 

}.0/{)(,)(),(inf
0

1
2

2

Ω∈
∇

==Λ
+

WJJ ν
ν

ν
νν

ρ  
Пусть )(xq  такая, что  

2
/)2( Λ<

+ ρρq
.                          (23) 

Тогда задача (22) не имеет нетривиального обобщенного 

решения в классе )(
0

1
2 ΩW .  

0)()()()()(

1

=







+

∂
∂

∂
∂

−∫ ∑
Ω =

dxxxuxq
x

x
x
xun

i ii
ψψ
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Теорема 19. Пусть ρ  и α -определенные выше числа, 
constxq ≠)( - заданная в Ω  функция из класса ).(/)2( Ω+ ρρL  Пусть 

)(xq  такая, что для нормы ρρ /)2( +
q

 выполняется условие 
2
*/)2( Λ<

+ ρρq
;              (24) 

здесь 
ck

1
* =Λ .  

Тогда задача (22) не имеет нетривиального обобщенного 

решения в классе )(
0

1
2 ΩW .  

 Замечание 3.  Условие (23) по сравнению с условием (24) 
является более точным, так как Λ<Λ* . Ясно, что условие (24) 
является более практичным с точки зрения вычисления, чем 

условие (23). В теоремах 18  и  19 если ρρ /)2( +
q

заменить на 

ρρ /)2(
*

+
q

, где ))(,0max( xqq =∗
, то получим лучшую оценку. 

Ясно, что если 0)( ≤xq  п.в. в Ω , то задача (22) не имеет 

решения в классе )(
0

1
2 ΩW .  

 При доказательстве теорем 18 и 19 используется 
следующая 
 Теорема 20. Пусть ρ -определенное выше число, )(xν - 

любая функция из класса )(
0

1
2 ΩW . 

Тогда справедливо следующее неравенство Соболева: 
νν ρ ∇≤

+ CK2 . 
 Глава III посвящена разрешимости задач для 
нелинейных эволюционных уравнений Шредингера и 
разрушению, самоканализации их решений. Эта глава состоит из 
шести параграфов. 
 В 3.1 рассматривается смешанная задача для 
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эволюционного кубического уравнения Шредингера с 
кубическим диссипативным членом.  
 Пусть 2R⊂Ω - ограниченная или  неограниченная область 
с гладкой границей Ω∂ . 
 Рассмотрим следующую смешанную задачу: 

,0,,22 >Ω∈+∆=+
∂
∂ txuuuuui

t
ui αβ            (25) 

Ω∈== xxuu t ),(00 ,                                    (26) 
0,,0 ≥Ω∂= tнаu .                                   (27) 

Здесь 1},{ R∈βα - параметры уравнения (25), 0u  - заданная на Ω  
функция. 

Положим );;(: 2 CLH Ω= );(:
0

1
2

1
0 CWH Ω= , );(: 22

2
CWH Ω= -

гильбертовы пространства Соболева; 1
0

2 HHB ∩= .  
 Пусть xrr =Ψ ),(0 - положительная, монотонно 

убывающая функция из класса ),0[2 ∞C  с конечной нормой  
10 H

Ψ , которая является единственным решением (основным 
состоянием) следующей нелинейной краевой задачи  







=∞Ψ=Ψ′

∞<<=Ψ+Ψ−Ψ′+Ψ ′′

.0)(,0)0(

,0,0)()()(1)(

00

3
0000 rrrr

r
r

        (28) 

 Справедлива следующая теорема о глобальной 
разрешимости задачи  (25)-(27). 
 Теорема 21. Пусть Bu ∈> 0,,0 αβ  такие, что 

выполнено одно из условий  ( ) ,2,1,3 2
0 =<− kPu kβα где 

 ,
8

27, 2
2

01
πψ == PP  

−0ψ основное  состояние задачи (28). При 0<α 0u  любая из B . 
Тогда задача (25)-(27) имеет глобальное сильное решение, 
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притом единственное, ( )txu ,  из класса [ )( )∩∞ BC ;,00

[ )( ).;,01 HC ∞  
 В параграфе 3.2 рассматривается вопрос о разрешимости 
в целом и вопрос о гладкости, асимптотике при ∞→t  
смешанной задачи 

];,0[),(, TGQtxuuuuuiiu pq
t ×=∈+∆=+ αβ                 (29) 

];,0[,0
0

TGSu
s

×∂==
=                        (30) 

.),()0,( 0 Gxxuxu ∈=                       (31) 
Здесь −G  произвольная ограниченная область −n мерного 
пространства nR  с гладкой границей, ,, RR ∈∈ + αβ  

−∈ + 0,, uRpq заданная  в nR   функция. 
 Справедлива следующая  

Теорема 22. Пусть 0,0,0,0 <>>> αβ qp  (при 0>α  
дополнительно предположим, что pq > ).  

Пусть )()( 2
1

0 GLGHu +∩∈ ν



 где ),max( qp=ν . Тогда 
существует единственное решение задачи (29)-(31) такое, что 

),()()(;,0 22
1 QLGLGHTLu qp +++∞ ∩








∩∈ ν



 

.)()(;,0
1
2

1








+∈

+
+

−
∞ GLGHTLut

ν
ν  

В параграфе 3.3 рассматривается вопрос о самоканали-
зации решений нелинейного эволюционного уравнения 
Шредингера.  

Пусть для нелинейного эволюционного уравнения 
Шредингера поставлена задача Коши: 

( ) ,2
+×+∆=

∂
∂ RRвuufu

t
ui n                   (32) 

.)(00
n

t
Rвxuu =

=
                                 (33) 
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Здесь −)(sf  заданная функция на ),0[ ∞ −0u заданная функция в 
.nR  

Будем принимать стандартные обозначения:  
−== )()(),()( 1

2
12 nnnn RWRHRLRH комплексные 

гильбертовые пространства Соболева; −⋅  норма в ),(2
nRL

p⋅ – 

норма в .1),( ≥pRL n
p  

 Положим 
,),())(()( 2tutuAtA ⋅∇==  

),()())(()( tBtAtuEtE −==  где  ∫=
nR

dxtxuFtB ,)),(()( 2  

где   ∫ ⋅===
S

tutuatadfsF
0

2 ,),())(()(;)()( ττ  

.,...,2,1,
2

))(()( nkdx
x
uu

x
uuituPtP

nR kk
kk =









∂
∂

−
∂
∂

== ∫  

Определение 2. Будем говорить, что глобальное 
решение ),( txu задачи  (32), (33) из класса 

( ) ( ) ))(;,0[))(;,0[ 1110 nn RHCRHC −+∞∩+∞  
самоканализируется, если при ),0[ +∞∈∀t для него выполнена 
следующая двусторонняя оценка: ,),(

4
consttuconst ≤⋅≤  где 

через const обозначены различные положительные постоянные, 
не зависящие от t и ).,( txu  

Справедливы следующие теоремы. 
Теорема 23. (о глобальном существовании). 
 Пусть ),(1

0
nRHu ∈ ,0)0( =f ));0([)( 2 ∞∈Csf на интервале 

);0[ +∞ положительная, возрастающая, выпуклая вниз функция, 
т.е. ,0)( ≥sf ,0)(' >sf 0)('' <sf ).,0[ +∞∈∀s Тогда при 1=n  
задача  (32), (33) имеет глобальное решение из класса 

( ) ( ) ))(;,0[))(;,0[ 1110 nn RHCRHC −+∞∩+∞ . 
При 2=n сказанное остается в силе при выполнении условия 
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.
)0('16

272
0 f

u π
<  

Теорема 24. (о самоканализации). Пусть выполнены все 
условия теоремы 23. Далее, пусть начальная функция 0u  такая, 

что выполняется неравенство ,
)(
)(

)(
0

0
2

0 ua
uP

uE <   

где ).()( 0
1

2
0

2 uPuP
n

k
k∑

=

=   

Тогда решение задачи (32), (33) самоканализируется. 
 В параграфе 3.4 рассматривается задача Коши для 
кубического эволюционного уравнения Шредингера:  

,22
+×+∆=

∂
∂ RRвuuu

t
ui                     (34) 

.| 2
00 Rвuu t ==                                      (35) 

Доказано, что решения задачи (34), (35) при некоторых 
начальных данных разрушаются через конечное время, точное 
значение которого оценивается сверху.     
 В параграфе 3.5 рассматривается задача Коши для 
нелинейного эволюционного уравнения Шредингера: 

,0,, >∈+∆=
∂
∂ tRxuuu

t
ui nρ                      (36)                                       

( ) ( )xuxu 00, =    в nR                                  (37) 
Здесь ( )−≤> xun 0,3,0ρ заданная функция в nR . 
 Доказано, что при n/4≥ρ  и   некоторых начальных 
данных решения задачи (36), (37) разрушаются через конечное 
время, точное значение которого оценивается сверху. Кроме 
того, получены оценки снизу скорости разрушения решений в 
некоторых нормах.  
 В параграфе 3.6 рассматривается вопрос о существовании 
в целом, вопрос об асимптотике при ∞→t  и вопрос о 
разрушении решения задачи 
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( )
);(),0(

,

0

2

xuxu
RRвuukfuiu n

t

=

×=∆+ +                           

здесь −∈ 0
1 , uRk заданная в nR  функция. 

 Четвертая  глава посвящена  исследованию   вопроса об 
отсутствии  глобальных решений первой смешанной задачи для 
нелинейного эволюционного уравнения типа Гинзбурга-Ландау-
Шредингера и вопроса  о разрешимости и разрушении решений 
задачи Коши  для одной системы нелинейных эволюционных 
уравнений Шредингера. Эта глава состоит из пяти параграфов. 
 В параграфе 4.1 исследуется вопрос об отсутствии 
глобальных решений смешанной задачи для  нелинейного 
эволюционного уравнения типа Шредингера.  Пусть −⊂Ω nR
произвольная ограниченная область с гладкой границей. 
Рассмотрим следующую смешанную задачу: 

( ) ,0,,, >Ω∈∇+∆= txuufuiut β       (38) 

( ) ( ) ( ) ,0,0,,,0, 0 ≥=Ω∈=
Ω∂

ttxuxxuxu      (39) 
в которой 

( ) µγ ωω ++ ∇+≥∇ 1
2

1
1, uuuuf  ,                           (40) 

где .0,0,0,0,0,0 2
2

2
121 ≠>>≠+≥≥ βµγωωωω  

Доказано, что при «достаточно больших» значениях 
начальных данных отсутствуют глобальные решения задачи 
(38)-(40).   

В параграфе 4.2 исследуется вопрос о разрушении 
решений первой смешанной задачи для одного класса 
нелинейного эволюционного уравнения Гинзбурга-Ландау –
Шредингера. 
 Пусть −⊂Ω nR ограниченная область с гладкой границей 

.Ω∂  Рассмотрим следующую смешанную задачу: 

,0,
,)()()(

>Ω∈
+++∆+=

tx
uiufuiut µηβα

                         (41) 

,),()0,( 0 Ω∈= xxuxu                        (42) 
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.0,0),( ≥=
Ω∂

ttxu                                  (43) 

Здесь  ,,},,,,,{,)()( 1
+

+ ∈∈+= RpRuiuf p µηγωβαγω  
.0,0 2222 ≠+≠+ γωβα  

Доказано, что решения задачи (41)-(43) при достаточно 
«больших значениях» начальных данных  разрушаются через 
конечное время, оцениваемое сверху.  
 В параграфе  4.3 исследуется вопрос об отсутствии 
глобальных решений первой смешанной задачи для одного 
нелинейного эволюционного уравнения типа Гинзбурга-Ландау. 
 Пусть −⊂Ω nR произвольная ограниченная область с 
гладкой границей. Рассмотрим следующую смешанную задачу: 

( ) ( ) ,0,,, >Ω∈∇+∆+= txuufuiut βα

( ) ( ) ( ) ,0,0/,,,0, 0 ≥=Ω∈= Ω∂ ttxuxxuxu  
здесь                                 

( ) µγ ωω ++ ∇+≥∇ 1
2

1
1, uuuuf  , 

где .,0,0,0,0,0,0 2
2

2
121 R∈≠>>≠+≥≥ αβµγωωωω  

Доказано, что при “достаточно больших начальных 
данных” отсутствуют глобальные решения исследуемой задачи. 
 В параграфе 4.4 рассматривается смешанная задача для 
нелинейного эволюционного уравнения Шредингера в 
двумерной области. Пусть 2R⊂Ω  ограниченная область с 
достаточной гладкой границей Г. Рассмотрим следующую 
смешанную задачу: 

,0,, >Ω∈+∆=
∂
∂ txuuu

t
ui ρ       (44) 

( ) ,0,,0, ≥Γ∈= txtxu    (45) 
( ) ( ) Ω∈= xxuxu ,0, 0 .    (46) 

Здесь ( )xu0,0>ρ  заданная на Ω  функция. Для задачи  (44)-(46) 
исследуется гладкость решений и их разрушение в звездной 
области Ω . 
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Задача (44)-(46) имеет глобальное решение в 
пространстве функций 

( ) [ ) ( ) ( ) [ ) ( )( )Ω∞









ΩΩ∞∈ 2

12
2

0 1
2 ;,0;,0, LCWWCtxu   

при 2<ρ  для любой  

( ) ( ) ( )ΩΩ∈ 2
2

0 1
20 WWxu  . 

В случае 2=ρ сказанное остается в силе при .
8

272
0

π
<u  

 Далее при 2≥ρ  выделяется множество начальных 

данных 0u  из пространства ( ) ( )ΩΩ 2
2

0 1
2 WW  которых решение 

исследуемой задачи разрушается за конечное время ,maxt
оцениваемое сверху. Точнее пусть начальная функция ( )xu0  

такая, что 0
2

2 2
20

2
00 <

+
−∇= +

+
ρ
ρρ

uuE  тогда решение задача 

(44)-(46)  
( ) [( ) ( ) ( )( ) [( ) ( )ΩΩΩ∈ 2max

12
2

1
2max ;,0;,0, LtCWWttxu   

разрушается через конечное время ,maxt  оцениваемое сверху 
определенным числом зависящим от ( )xu0  для звездной 
области.  
 Область Ω  называется звездной если луч выходящий из 
любой внутренней точки области Ω  пересекает её границу Ω∂  
в одной точке. 
 В параграфе 4.5 рассматриваются вопрос о 
существовании в целом, вопрос о поведении при +∞→t  и 
вопрос о разрушении решения задачи  Коши для одной системы 
нелинейных эволюционных уравнений Шредингера  

,32111
1 uuu
t
ui γθ =∆+
∂
∂  



32 
 

,31222
2 uuu
t

ui γθ =∆+
∂
∂ в ,+×RRn    (47) 

,21333
3 uuu
t

ui γθ =∆+
∂
∂  

.3,2,1,),(),0( 0 =∈= mxxutu n
mm R   (48) 

 Здесь −= )),(),,(),,((),( 321 txutxutxutxu  неизвестная 
комплекснозначная вектор-функция; −= 3,2,1),(0 mxu m  заданные 
в nR  функции; −= 3,2,1,, mmm γθ  заданные, отличные от нуля 
действительные постоянные (параметры уравнения (47)), т.е. 

{ } ;3,2,1,0\, 1 =∈ mmm Rγθ  черта над ),( txum  означает 
комплексное сопряжение ),( txum . 
 В дальнейшем будем предполагать, что параметры 

,3,2,1,, =mmm γθ  уравнения (47) удовлетворяют условиям  
,321 γγγ =+                                     (49) 

,
3

3

2

2

1

1

ω
ω

ω
ω

ω
ω

==                              (50) 

где ,
m

m
m γ

θω = т.е. ( ) .3,2,1, == mconstsign mmγθ  

 Справедлива следующая  
 Теорема 25. (о глобальной разрешимости). Пусть 
параметры уравнения (47) удовлетворяют условиям (49), (50) и 

4<n .Пусть .3,2,1,1
0 =∈ mHu m  

 Тогда задача (47), (48) имеет единственное глобальное 
решение такое, что  

[ )( ) [ )( )1110 ;,0;,0),( −+∞∩+∞∈ HCHCtxum , .3,2,1=m   Глава пятая посвящена к исследованию разрешимости и 
разрушения решений задачи Коши для нелинейного 
эволюционного уравнения Шредингера-Хартри. Эта глава 
состоит из трех параграфов. В параграфе 5.1 доказано одно 
интерполяционное неравенство, содержащее свертку. 
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 Справедлива следующая 
Теорема 26. Пусть ),()(),,4min(0 1 nRHxVn ∈∀<< λ  тогда 

справедливо следующее интерполяционное неравенство: 
;)( 1

04 θθ −⋅∇≤ VVKVQ                               (51) 
здесь 

;
4

,
)()(

)(
22

λθλ =
−

= ∫ ∫ dxdy
yx

yVxV
VQ

n nR r

 

,40 БWL KKKK =  

;
)()2/(
)2/()2/2/(

1

2

nn
nnK

n

L Γ−Γ
Γ−Γ

=
+−

λ
λπ

λ
λ

 

,
)2/(

2,)2/(
2

1

n
BK

n

n
n

nW Γ
== − πσσχ

θ

θ  

−





 −

=
θ
θ

2
)1(,

2
nnBB бета–функция, )(⋅Γ -гамма-функция Эйлера  

;)1( 1 θθ
θ θθχ −−=  

.
2

4',
2

4,
2

'
2

)',(
211

λλππ +
=

−
=




























=

′
−

n
np

n
npppppK

n

pp

B  

Далее исследуем вопрос о вычислении точной константы в 

неравенстве (51). Пусть ,
4

),,4min(0 λθλ =∀<< n
 

).()( 1 nRHxV ∈

Введем в рассмотрение функционал  

4

1

0 )(
)(

VQ
VV

VR
θθ −⋅∇

=                           (52) 

и рассмотрим вопрос о его минимизации по всему пространству
.0),(1 ≠VRH n  Так как отображение: ,)(0 RVR →  является 
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непрерывным и функционал )(0 VR  ограничен снизу в силу 
неравенства (51), следовательно, infimum существует. Положим 

},0,|)(inf{1 1
0

0

≠∈=Λ= VHVVR
K

                 (53) 

Пусть −rW  подпространство )(1 nRH , состоящее из функций
),()( 1 nRHxV ∈  которые зависят лишь от ,r  положительны и 

монотонно убывая, стремятся к нулю .+∞→r  Справедлива   
следующая. 

Теорема 27. Пусть ),,4min(0 n<< λ
4
λθ =∀   

).()( 1 nRHxV ∈∀   
Далее пусть )(0 VR  определяется  соотношением (52), 0K -

соотношением (53). Тогда: 
1) Функционал )(0 VR достигает своего infimuma на 

функции ],,0[)( 2
0 ∞∩∈ CWr rψ  которая является положи-

тельным решением следующей нелинейной  краевой задачи: 

;0)(,0)0(

,
)(1

0
'
0

2
0

00
'
0

''
0

=+∞=

−
=−

−
+ ∫

ψψ

ξ

ξξψ
ψψψψ λx

d
r

n
                     (54) 

2) для решения ),0[)( 2
0 ∞∩∈ CWr rψ  задачи (54) справед-

ливо соотношение 

,
1

)( 2

2
22

2
0

0
2

0
λ

θ
θ

ψθ
ψθψ

−
≥

−
==∇

n
nL

B

GK
C

Q  

где 

,
2

4,
2

4
2

2,
2

2 2 







−+








+−
=

λλλλ n
n

n
nK

n
n

n
nKC BBB  

,2,
)(

)( 2/)2(
2/)2( ≥= −

− n
r

rK
rG n

n  
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2/)2( −nK -функция Макдонольда, )(rG -ядро интегрального 
оператора ,)( 1−∆−I  для которого при 2≥n  существуют 
различные интегральные представления, в том числе 
использованное выше. Как известно, при 3,1=n  )(rG
выражается через элементарные функции; 

3) оптимальная константа 0K  определяется формулой  

;1 4
1

2
0

1
0











 −
= −

ψ
θχθK  

4) равенство в интерполяционном неравенстве (51) 
имеет место тогда  и  только тогда когда 

( ) .},0{,0, 1
0

nRRxV ∈−∈>−= µβγµβγψ  
 В параграфе 5.2 рассматривается задача Коши для 
нелинейного эволюционного уравнения Шредингера-Хартри: 

,)( +×=∆+ RRвuufuiu n
t ω                           (55) 

,)(00
n

t
Rвxuu =

=                                  (56) 
здесь 

,),()( 2 dytyuyxuf ∫
−−= λ

                        (57) 
где λω, -действительные положительные числа (параметры 
уравнения (55)),  а −0u   заданная в  nR  функция. 
 Обозначения. −= )(:),(: 1

2
1

2
nn RWHRLH гильбертово 

пространство Соболева, −=− *11 )(HH сопряженное 
пространство =∑HH ;1 ;|{ H∈νν ,Hr ∈ν  где };; Hxr ∈∇= ν

−⋅ норма в −⋅
p

H ,  норма в −⋅≥ ;1),( pRL n
p  норма в 1H , 

( ) ∞=∈ 00 ,,0 ρρρ  при ,2,1=n 3,
2

4
0 ≥

−
= n

n
ρ ( ),2/5,0 ρρα += n

;4/λθ = 2/λη = , ( )n,4min0 =λ ;  
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( ) ( ) ( )∫∫
−−= dxdytyutxuyxtQ 22 ,,

2
1 λ .  

 При отталкивающем взаимодействии, т.е. при 0>ω
доказана следующая  

Теорема 28. (о глобальной разрешимости и затухании) 
Пусть ,0>ω ,0 0λλ << .0 ∑∈Hu Тогда задача (55)-(57) имеет 

единственное глобальное решение ( )∑∞ HC );,0[0  и при 

),0[ ∞∈∀t  справедливы следующее оценки: 
1) при ;)1()()1(: λλ −− +≤≤+∀ tctQtcn  
2)  при ,)1()()1(:2,3

20
α

ρ
αλλ −

+
− +≤≤+<≤≥ tctutcn  

;,,)1(),( ),max( +∞<Ω⊂Ω∀+≤⋅ −
Ω

mesRtctu nθα  

3) при ( ) ( ) ( ) ( ) ,1,1:,2min0 2
αη

ρ
αλ −

+
− +≤⋅≤+<< tctutcn  

( ) ( ) ( ) ,,1, ,max nRtctu ⊂Ω∀+≤⋅
Ω

αηθ .+∞<Ωmes  

4) ;)1(),(,)1()( )(2
αλ

ρ
−

≤
− +≥⋅+≥ + tctutctQ RxLR  

5) ;),(lim,),(lim )()( 22 ctuctu ctxctL
t

ctxL
t

≥⋅≥⋅
≤≤

+∞→
≤

+∞→
 

6)     ;),(lim,),(lim )()( 22 ctutctut ctxctL
t

ctxL
t

≥⋅≥⋅
≤≤

+∞→
≤

+∞→
++ ρρ

αα  

7) [ ] [ ] ;)(lim,)(lim
211 , ctQtctQt RR

t
R

t
≥≥

+∞→+∞→

λλ  

Здесь и далее через с будем обозначать различные 
положительные постоянные, не зависящие от ),,(, txut  а 
зависящие лишь от ;,,,0 nu λω  в определении 

−)(),(),(
2,11

tQtQtQ RRRR  интегрирование по x  и y  в интеграле 

dxdytyutxuyx 22 ),(),(∫∫
−− λ  проводится соответственно по 

областям: 
{ }{ } RR

n
R RyRxRyx Ω≡Ω≤≤∈=Ω

1
,,,, c ,1 ctRR ==  

{ }{ }.,,,,, 21212121
ctRctRRyRRxRRyx n

RR ==≤≤≤≤∈=Ω
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 Рассмотрим случай ,0<ω  т.е. притягивающее взаимо-
действие. Справедлива  

Теорема 29. (о глобальной разрешимости). Пусть ,0<ω
( ) 1

0,,2min0 Hun ∈<< λ . Тогда задача (55)-(57) имеет единствен-
ное глобальное решение ( )txu ,  в классе функций ( )10 );,0[ HC ∞ . 

В параграфе 5.3 исследуется задача Коши для 
нелинейного эволюционного уравнения Шредингера-Хартри в 
критическом  случае 

,)( +×=∆+ RRвuufuiu n
t ω                               (58) 

,)(00
n

t
Rвxuu =

=
                             (59) 

здесь  
( ) ,),( 2 dytyuyxuf ∫

−−= λ                               (60) 

где −∈ λω },0{\1R действительное положительное число, а −0u
заданная в nR  функция. 
 Задача (58)-(60) изучается в критическом значении 
параметра 2=λ   в случае 3,0 ≥< nω . 
 Обозначения. −= )(: 1

2
1 nRWH гильбертово пространство 

Соболева, −=− *11 )(HH сопряженное пространство к ;1H ∑H

);(|{ 2
nRLvv ∈= ),(2

nRLrv∈  где )};(; 2
nRLvxr ∈∇=  −⋅  норма 

в −⋅ p
nRL ),(2  норма в −⋅≥ ;1),( pRL n

p  норма в .1H  
Определение 3.  Стационарными решениями уравнения 

(58) при 0<ω  с нелинейным членом (60) будем называть 
решения  вида )(),( xetxu iktψ=  где )(, xRk ψ+∈  (действительная 
функция) есть решение из класса 1H следующей задачи: 

.0)(

,,)( 2

∞→→

∈−=−∆ ∫
−

xприx

Rxdyyyxk n

ψ

ψωψψψ λ

           (61) 

 Определение 4. Положительное, радиально-
симметричное   )2( ≥n  решение )(rψ  задачи (61) из класса 
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)),0([2 ∞C  с  конечной нормой )(rψ  будем обозначать через
)(0 rψ и называть основным состоянием.  

 Для основного состояния  0ψ  уравнения (61) при
3,2,1,1 ≥=−== nk λω  справедливо соотношение 

∫∫∫∫ =
−

=∇ .
)()(

2
1 2

02

2
0

2
02

0 dxdxdy
yx

yx
dx ψ

ψψ
ψ  

Определим для )()( 1 nRHxv ∈∀  функционалы 

dxdy
yx

yvxv
dxvvR ∫∫∫ −

−∇= 2

22
2 )()(

2
1)(  

и множество 
{ }.0)(},0/{)(| 1 =∈= vRRHvvM n  

Справедлива следующая 
Лемма 3. Пусть −)(0 xψ есть основное состояние 

уравнения (61) при .3,2,1,1 ≥=−== nk λω  Тогда , 
)(min)( 0 vSS

Mv∈
=ψ , где ( )∫ ∇= .)( 2 dxxvvS  

В критическом случае доказаны следующие теоремы  
Не умаляя общности, в дальнейшем будем полагать  

.1−=ω  
Теорема 30. Пусть ,1,3,2 −=≥= ωλ n ,3,2 ≥= nλ

},0{\)(1
0

nRHu ∈ )(20
nRLru ∈  и удовлетворяет условию .0)( 0 <uE  

Тогда решение )(tu  задачи (58)-(60) разрушается  через 
конечное время maxt  , оцениваемое сверху определенных числом, 
зависящим от начальной функции 0u . 

Теорема 31. Пусть ,1,3,2 −=≥= ωλ n )(1
0

nRHu ∈∀
удовлетворяет условию 

∫∫∫∫ <
−

−+∇= ).(
)()(

2
1)( 02

2
0

2
02

0
2

00 ψSdxdy
yx

yuxu
dxudxuuJ  

Тогда : 
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а) если 0u  удовлетворяет условию 0)( 0 <uR  и 
),(2

0
nRLru ∈  то решение )(tu  задачи (58)-(60) разрушается 

через конечное время maxt , оцениваемое сверху некоторым 
числом, зависящим от 0u  ;  

б) если  
,0)( 0 >uR  

то решение  задачи (58)-(60) существует глобально: 
)).();,0([))();,0([),( 111 nn RHCRHCtxu −∞∩∞∈  

Теорема 32. Пусть ,1,3,2 −=≥= ωλ n )(1
0

nRHu ∈∀   
удовлетворяет условиям  

∫∫∫ ≥
−

−∇= .0
)()(

2
1

2

2
0

2
02

00 dxdy
yx

yuxu
dxuE  

).()( 00 ψSuJ <  
Тогда решение )(tu  задачи (58)-(60) существует 

глобально, 
))();,0([))();,0([)( 111 nn RHCRHCtu −∞∩∞∈  

).,0[,)( 0 ∞∈∀∇<∇ ttu ψ  
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ВЫВОДЫ 

 Диссертационная работа посвящена исследованию 
глобальной разрешимости и разрушения решений задачи Коши, 
а также смешанной задачи для некоторых нелинейных 
эволюционных уравнений Шрёдингера, Гинзбурга-Ландау и 
Шрёдингера - Хартри. С этой целью доказаны некоторые 
точные интегральные неравенства, вычислена наилучшая 
константа и приведена ее оценка в одном интерполяционном 
неравенстве Соболева.  
 В диссертационной работе получены следующие 
результаты: 

1. Доказаны новые точные интегральные неравенства, 
которые применены к доказательству неравенства энтропии. 
Обобщено неравенство энтропии. Доказано неравенство типа 
Трудингера для неограниченных областей, которое применено к 
нелинейному эволюционному уравнению Шрёдингера. 
Вычислены точные константы в некоторых неравенствах 
математической физики. 

2. Вычислены точные константы и приведены их оценки в 
некоторых неравенствах Соболева, которые применены к 
доказательству разрешимости уравнений Шрёдингера. 

3. Получены достаточные условия для разрешимости, 
разрушения и самоканализации решений задачи Коши, а также 
смешанной задачи для некоторых нелинейных эволюционных 
уравнений Шрёдингера. 

4. Получены достаточные условия отсутствия глобальных 
решений для смешанной задачи для нелинейного 
эволюционного уравнения типа Шрёдингера, а также типа 
Гинзбурга-Ландау. 

5. Исследован вопрос о глобальной разрешимости и 
разрушении решений задачи Коши для одной системы 
эволюционных уравнений Шрёдингера с квадратичной 
нелинейностью. 

6. Исследован вопрос о глобальной разрешимости и 
разрушении, затухании решений задачи Коши для нелинейного 



41 
 

эволюционного уравнения Шрёдингера-Хартри   в критическом 
и сверхкритическом случаях. 
 

Основные результаты диссертации опубликованы в 
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