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ISIN UMUMI XARAKTERISTIKASI

Moévzunun aktualli@i va islanma daracasi:

Dissertasiya isi Umumilosmis ¢coxdayisonli ¢okili Hardi, ¢okili
qosma Hardi operatorlarinin vo onlarin komutatorlarinin dayison
doracali Umumilogmis ¢akili Morri, Umumilogmis ‘“tamamlayic1”
¢okili Morri, Umumilosmis ¢oxdayisonli ¢okili Hardi-Cezaro, ¢okili
gosma Hardi-Cezaro operatorlarinin vo onlarin komutatorlarinin
Morri, coxdoayisonli ¢okili kosr Hardi, cokili qosma kosr Hardi
operatorlarinin  vo onlarin komutatorlarinin timumilogmis Orlig-
Morri, Umumilogmis “tamamlayici”  Orlig-Morri  fozalarinda
mohdudlugu masalasine hasr olunmusdur. Bunlardan olave alinmig
naticalorin bazi totbiglori arasdirilmisdir.

Kegon asrin avvallorindon baslayaraq D.Hilbert torafindon
adobiyyatlarda Hilbert barabarsizliyi kimi taninan borabarsizlik ishat
olundu. Bu isdon sonra bir ¢ox riyaziyyat¢ilar miixtolif
borabasizliklor Gizorindo ¢aligdilar.

Hilbert borabarsizliyindon forqli vo daha sado isbata malik
integral formada Hardi barabarsizliyi 1920-ci ildo G.Hardi torafindon
isbat edildi. 1925-ci ildo iso G.Hardi mogqalosindos ardicilliglar tigiin
do bu borabarsizliyi isbat etmisdir. Hardinin islorindon sonra bir ¢ox
riyaziyyatcilar Hardi barabarsizliyini forqli sokilds gdstora bilmislor.
Hardi boraborsizliyi riyaziyyatin bir ¢ox saholorindo genis totbiq
olundugundan riyaziyyatcilar torofindon c¢ox genis vo forqli
aragdirmalar aparilmigdir. Hardi berabarsizliyi adi diferensial
tonliklor nozoriyyosindo, diferensial tonliklorin hollorinin xassalori,
diferensial operatorun spektral nozoriyyesi, operatorlar {iglin
interpolyasiya teoremlorinds, ¢akili Sobolev fozalarinda daxilolma
teoremlori, Furye siralari, Laplas g¢evirmolorindo ¢ox genis totbiq
olunan borabarsizlikdir. Bundan basqa fizikanin elektromagnit
dalgalariin riyazi ifadslorinde Hardi barabarsizliyi totbiq olunur.

1950-ci illorin sonlarinda vo 1960-c1 illorin avvallorinds P.R.
Beesach Hardi borabarsizliklorinin sistematik bir arasdirmasina
miivoffoq oldu. P.R.Beesach islorindo p=q hali ilo barabar p <0



halimi vo hotta O< p<l1 halini da arasdiraraq ikigokili tors

barabarsizliklor almisdir.  P.R. Beesach ¢okili  Hardi
borabarsizliklorini &£=p-1 daxil olmayan borabarsizliklor

siniflorina godor genislondirdi. 1963-cii ildo Kadlec vo Kufner 6z
isindo x° qiivvat funksiyast yerino Xx°|logx|” ¢oki funksiyasi
gotlirmaklo yeni noticoye imza atdilar. p=q oldugda yarimoxda

G.Tanelli 1966, 1967 vo 1969-cu illords, G.Tomaselli 1969-cu ilda
cokili Hardi barabarsizliklorinde zoruri vo kafi sortlor tapmaga nail
olmuslar.

Xususi  toromoli  diferensial tonliklorin  hallorinin  lokal
xassoalorini arasdirarkon, ¢okili Lebeq fozasi ilo barabar ¢okili Morri
fozasimin da boyiik rolu vardir. Morri fozalart 1938-ci ildo elliptik
tonliklarin vo variasiya hesabinin bazi problemlari ilo bagli olaraq
yaranmis vo C.B.Morri torofindon daxil edilmisdir. Klassik Morri
fozasinin sonlu normasi

A
[l 5= 501 [

Kimi toyin olunur. Burada o< 4 <n, 1< p<o

1969-cu ildo C.Petre Morri fozasinda Riss potensialinin
mohdudlugu teoremini geyd etmisdir. 1975-ci ildo D. Adams
parametrlor (izorino qoyulan sortlori doyisorok Morri fozasinda Riss
potensialinin mohdudlugunu isbat etmisdir. Bundan basqa 1975-Ci
ildo V.P.ilin modifikasiya olunmus Morri fozasinmi daxil etmis vo bu
isdo daxilolma teoremlori isbat etmisdir. Morri vo modifikasiya
olunmus Morri  fozalarinda mithim  noticolor  D.Adams,
S.Kampanato, C.Petre, M.Teylor, S.Lu, J. Xiao, D.Yanq, Y.Qiqa,
T.Miyakama, A.J.Mazzukato, X.Zhon, G.D.Fazio, V.P.ilin,
V.S.Quliyev,  V..Burenkov, R.V.Hiiseynov, A.M.Nacofov,
M.Ragusa, L.Softova, A.Qogqatasvili, D.Palagachev, Y.Sawano,
D.Fan, L.Tang, Jingshi Xu, C.C.Hasonov, R.C.Mustafayev vo
basqalarinin islorinds alinmigdir. Sonralar Navye-Stoks, Sredinger
tonliklorinda, kasilon omsalli elliptik tonliklordo vo potensiallar
nozariyyasindo Morri fozasinda miihiim tatbiglori tapilmigdir.
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Maksimal operator, kasr-maksimal operator, Riesz potensiali,
sinqulyar integral operator va s. kimi harmonik analizin Kklassik
operatorlarinin  mohdudlug masalolori genis arasdirilmigdir. Bu
noticalor xususi toromali diferensial tonliklor  nazariyyasinda
somarali sokilda totbiq oluna bilor. Qeyd etmok lazimdir ki, xiisusi
toromali  diferensial  tonliklor  nazariyyasinds  son illards
Umumilosmis Morri tipli fozalar mithiim rol oynayir.

XX asrin 90-c1 illorinds  Umumilogmis Morri tipli fozalarin
genis todqgigatina baslandi. 1991-ci ildo T.Mizuhara Umumilosmis
Morri fozasin1 daxil etdi vo bu fozada boazi klassik operatorlarin
mohdudlugunu isbat etdi. 1994-ci ildo E.Nakai maksimal operator,
Riesz potensiali vo sinqulyar inteqral operatorlarin imumilosmis
Morri  fozasinda mohdudlugunu isbat etmisdir. V.S. Quliyev
doktorlug dissertasiyasinda lokal vo tamamlayici lokal Morri tipli
fozalar1 daxil etdi vo Li qruplarinda toyin edilmis funksional
fozalarda kosr inteqral operatorlarin vo sinqulyar integral
operatorlarin  mohdudlugunu arasdirdi.  Klassik  operatorlarin
umumilogsmis Morri tipli fozalarinda mohdudlugu ilo bagl bir sira
naticalar bir nega muollif torafindon oldo edilmisdir. Lakin biitiin bu
noticolords yalniz Morri tipli fozalar1 xarakterizo edon, mohdudlugu
tomin edon parametrlor Gzrs kafi sortlor aldo edilmisdir.

XXI asrin  avvallorinda bu tadgigat sahasinds yeni darin
inkisaflar bas verdi. Xiisusilo, V.S. Quliyev vo V.I. Burenkov
umumilogsmis  Morri  tipli fozalarda  klassik  operatorlarin
oyronilmasi ila alagali harmonik analizds yeni bir perspektiv inkisaf
etdirmislor. Hazirlanmig metodlarin shamiyyasti ondadir ki, sinqulyar
tipli operatorlar siniflorinin mohdudlugu tiglin zoruri vo kafi sortlor
alds edildi. Bu da elliptik vo parabolik xususi téramali diferensial
tonliklarin halli G¢tin  requlyarliq masalslorins tatbiq edildi. Noticads
ododi parametrlorin Uzarindo miiayyon bir sira zoruri vo kafi sortlor
tapildi.

Harmonik analizin klassik operatorlarinin iimumilosmis lokal
Morri tipli fozalardan digerine mohdudlugunu tomin edoan funksional
parametrlor Uzorinds sartlor alds edilmisdir. Bu tip naticalor maasir



harmonik analizin inkisafi ti¢iin vo ilk ndvbado Xxisusi toromali
diferensial tanliklar tiglin cox vacibdir.

Molumdur ki, inteqral operatorlarin komutatorlari harmonik
analizdo  xiisusi rol oynayir. Komutatorun vacib, ayrilmaz bir
operator oldugu vo harmonik analizds asas rol oynadigi malumdur.
1965-ci  ildo Kalderon Lipschitz oyrisinin Kosi inteqrali
problemlorinds  ortaya ¢ixan bir ndv komutatoru todgiq etdi. K
Kalderon-Zigmund sinqulyar inteqral operatoru vo b e BMO(R")

olsun. Koifman, Rogberg vo Veyss torofindon mashur bir natico,
l<p<owo oldugda [b,K]=K(bf)—Kf komutator operatoru

L"(R") fozasinda mohdudlugu isbat edilmisdir. Kalderon-Zigmund
operatorlarmin komutatoru ikinci doroacali elliptik xtsusi toromali
diferensial tonliklorin hallinin requlyarliginin 6yranilmasinds mihim
rol oynayir.

l<p<o, r>0 oldugda f e LD(R” \ B(xo,r)) funksiyasi {igiin

lokal "tamamlayic1" {imumilosmis Morri © M{S(R") fozasmin sonlu

normasi

n

e
" f " CM{E(’O”'}"(R") = S}:Em" f ”Lp(Rn\B(xO,r))
soklindadir.

Lokal "tamamlayic1" klassik Morri fozasinin sonlu normast
2

H f HCL&;“}(R”) = Srlj? re HfHLP(R"\B(xO,r)) <™, X € R
soklindadir, burada 1< p<ow, feL’(R"\B(X,,r) Vo 0<A<n. Ogor
A =0 olarsa LG (R = L°(R") olur.
Lokal "tamamlayict" {mumilosmis Morri  fozasinda
n-4
o(r)=r " gotirsok lokal "tamamlayic1" klassik Morri  fozasim
alariq, yani

cyp p.A ny —c pw n M.
L (R =MESRY| %



2008-ci ildo A. Almeida, J.J. Hasanov, S.G. Samko sonlu
Olculi coxlugda dayison doracali Morri fozasini daxil edib vo bu
fozanin xassolori  Oyronilmasi ilo  yanasi maksimal operator vo
doyison parametrli potensial tip operatorun bu fozada moahdudlugu
masalalarini dyranmislor. Sonralar bu fozada V. Kokilasvili va A.
Mesxi bircins gruplarda maksimal vs sinqulyar inteqral operatorlain
mohdudlugunu, P.Héasto isa sonsuz Olculi ¢oxlugda bu fozalarda
maksimal operatorun mohdudlugunu isbat etdilor.

Tadgigatin  obyekti vo predmeti. Cokili  Hardi
operatorlarinin Vo onlarin komutatorlarinin ~ dayison doracali
Umumilosmis ¢akili Morri fozasinda, doyison daracali Umumilosmis
tamamlayict ¢okili Morri fozasinda, tmumilosmis Orlig-Morri
fozasinda vo Umumilogmis tamamlayict Orlig-Morri  fozalarinda
mohdudlugu teoremlori tadqiq olunmusdur.

Tadgiqatin maqgsad va vazifalari. Dissertasiya isinin
moqsadi ¢akili Hardi operatorunun vo onun komutatorunun dayisan
doracali  Umumilosmis ¢okili Morri fozasinda, doyison daracali
Umumilogmis tamamlayict ¢okili Morri fozasinda, mumilogmis
Orlic-Morri fozasinda vo Umumilogsmis tamamlayici Orlig-Morri
fozasinda aragdirilmasina hosr edilmisdir.

Todgiqat metodlarl. Isdo hogigi doyisonli funksiyalar
nozariyyasinin, funksional fazalar nozariyyasinin, harmonik analizin,
operatorlar nozariyyasinin, daxilolma teoremlori vo funksional
analizin tisullarindan istifado olunmusdur.

Mudafiaya ¢ixarilan asas muddoalar.

1. Cokili Hardi, ¢okili qosma Hardi operatorlarin vo onlarin
komutatorlarinin doyison doracali ¢okili limumilosmis Morri vo
timumilosmis tamamlayicit Morri fozalarinda mohdudlugu arasdirilir.

2. Cokili Hardi-Cezaro, ¢okili qosma Hardi-Cezaro
operatorlarin  vo onlarin  komutatorlarinin  Morri  fozasinda
mohdudlugu arasdirilir.

3. Cokili kasr Hardi, ¢okili qgosma koasr Hardi operatorlarin vo
onlarin komutatorlarinin timumilosmis Orlig-Morri vo timumilosmis
tamamlayic1 Orlig-Morri fozalarinda mohdudlugu isbat edilmisdir.

Tadqiqatin elmi yeniliyi.
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1.  Cokili Hardi operatorunun vo onun komutatorunun doyison
doracali ¢okili timumilogsmis Morri vo limumilogmis tamamlayici
Morri fozalarinda mohdudlugu isbat edilmisdir.

2.  Cokili qgosma Hardi operatorunun vo onun komutatorunun
doyison dorocoli ¢okili {imumilogsmis Morri vo limumilogmis
tamamlayic1 Morri fozalarinda mohdudlugu isbat edilmisdir.

3. Cokili  Hardi-Cezaro  operatorunun  Morri  fozasinda
mohdudlugu tigiin zoruri vo kafi sortlor tapilmisdir.

4.  Cokili Hardi-Cezaro operatorunun komutatorunun Morri
fozasinda mohdudlugu ti¢iin kafi sortlor tapilmigdir.

5. Cokili qosma Hardi-Cezaro operatorunun Morri fozasinda
mohdudlugu iiglin zoruri vo kafi sortlor tapilmisdir.

6.  Cokili qosma Hardi-Cezaro operatorunun komutatorunun Morri
fozasinda mohdudlugu ti¢iin kafi sortlor tapilmisdir.

7. Cokili kosr Hardi operatorunun vo onun komutatorunun
timumilogsmis Orlig-Morri vo imumilogmis tamamlayict Orlig-Morri
fozalarinda mohdudlugu isbat edilmisdir.

8.  Cokili qogma kosr Hardi operatorunun vo onun komutatorunun
timumilagmis Orlig-Morri vo timumilogmis tamamlayici Orlig-Morri
fozalarinda mohdudlugu isbat edilmisdir.

Tadqgiqatin noazari va praktiki shamiyyati. Dissertasiya
isinda alinmig naticalor nazari xarakter dasiyir. Alinmis yeni noticalor
funksional fozalar nozariyyasindo xiisusi maraq kasb edir, bundan
basqa harmonik analizin inteqral operatorlarinin  mohdudlug
mosalalorinda, xususi téromali diferensial tonliklor nazoriyyasinds
sorhad mosalalarinin holli zamani, kvazielliptik vo hipoelliptik
diferensial tonliklorin Gmumilosmis hallinin diferensial xassalarinin
tadqiginda va subelliptik tanliklor nazariyyasinds tatbiq oluna bilar.

Aprobasiyas1 va tatbigi. Dissertasiyada alinmis noticalor
Azorbaycan Dovlet Neft vo Sonaye Universitetinin “Umumi vo
totbiqi riyaziyyat” kafedrasinin (roh. prof. A.R.Oliyev), Azorbaycan
Elm vo Tohsil Nazirliyi Riyaziyyat vo Mexanika Institutunun “Riyazi
analiz” (roh. AMEA-nin miixbir {izvii, prof. V.S.Quliyev) vo
“Funksional analiz” (roh. f.-r.e.d., prof. H.L.Aslanov) s&balorinin
seminarlarinda moruzs edilmisdir.
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Dissertasiyanin naticalori “Operators, Functions, and Systems
of Mathematical Physics” Beynolxalq konfransinda, Xozor
Universiteti (Baki, 2018), “Riyaziyyat vo mexanikanin muasir
problemlori” adli Riyaziyyat vo Mexanika Institutunun 60 illik
yubileyina  hasr olunmus Beynolxalq konfransda (Baki, 2019),
ADNSU-nun 100 illiyina hasr olunmus “Doktorant, dissertant vo
ganc tadqiqatgilarin” Respublika elmi konfransinda (Baki, 2020),
«Ydumckas oceHnsss mMatematudeckas mkonma— 2020» Beynalxalq
elmi konfransda (Ufa, 2020), Dahi Azarbaycan alimi vo mitafokkiri
Nosiraddin Tusinin xatirasine hasr olunmus “Modern Problems of
Mathematics and Mechanics” XI Beynolxalq konfransda (Baki,
2024) maruzas edilmisdir.

MuUsllifin saxsi tohvasi. Alinmis naticalor vo tokliflor muollifo aiddir.

Muallifin  nasrlari. Dissertasiya iginin 2Sas naticalori
muollifin aftoreferatin sonunda verilmis 12 elmi isindo nhosr
olunmusdur.

Dissertasiya isinin yerina yetirildiyi taskilatin ada.
Azorbaycan Dovlot Neft va Sonaye Universitetinin “Umumi vo
totbiqi riyaziyyat” kafedrasinda yerina yetirilmisdir.

Dissertasiyanin struktur boélmalorinin ayrihqda hacmi
qeyd olunmaqla dissertasiyanin isara ilo Umumi hacmi.
Dissertasiya isinin timumi hocmi — 194504 isaradir (titul sohifosi -
372 isaro, miindoricat -1537 isaro, giris -58271 isaro, birinci fosil -
84000 isara, ikinci fosil - 49000 isaro, natico - 1324 isaro). Istifado
edilmis odabiyyat siyahis1 101 addan ibaratdir.

Dissertasiyada alinmis naticalori muzakira etdiyins, dayarli
geydlara vo ruhlandirdigina gors elmi rohbarim r.e.d. C.C.Hasonova
dorin minnatdarligimi bildirirom.

DISSERTASIYANIN MOZMUNU

Forz edok ki, Q < R" agiq ¢oxluqdur, y.(x) funksiyasi E
coxlugunda xarakteristik funksiyadir, B(x,r)={y e R" | x-y|<r},
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l§(x, r)=B(x,r)nQ. Indi iso forz edok ki, Q ¢oxlugunda toyin
olunmus va giymatlor ¢coxlugu [1,00) olan Olgilon p() funksiyasi
verilib. Tutaq ki, p(-) funksiyasi

1<p_ <p(<p, <w

sortini 6dayir, burada

p_=essinf p(x)>1, p, = esssup p(x)<oo.
xXeQ XeQ

LPO () fozasiilo O ¢oxlugunda 6lgiilon va

Loy (F)= [ 1 F00 17 dx <0
sortini 6dayan f(x) funksiyalar sinifini isars edok.
p'(-) funksiyasina p(-) funksiyasinin qosmasi o zaman deyilir

ki, istonilan xeQ Gglin —— +

—— =1 sorti 6donsin. Onda Hélder
p()  p'(x)

borabarsizliyi
1 1
ool g(x>|dxs(p_+p._]fp(.)g,,,(,)

kimi olur.
Doyison doracali Lebeq L fozasi
1 00:| FMa(y)dy <o ge L0 ()]
fozasi ilo Ust-Usta diisiir vo

[f]per = sup
Il o=t

[,F ey

normalar1 ekvivalentir.
Dayigon doracali gokili Lebeq fozasi LPV(Q) asagidaki
normaya malik 6lculon funksiyalar coxlugudur

— (1 EX) P
BO@ inf {77 >0: J.Q(Iﬂq wo(X)dx <1},

Asagidak sorti  0doyon @ funksiyalar sinifini A, (€2)

|f

isara edirik vo dayison doracali Makenxaupt sinifi adlanir:
sup! B[ o]

-1
Y, = , _ < oo
LPO (B xry | ”Lp OBy
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P(€2) mahdud dlgulon p:Q —[1,00) funksiyalar ¢oxlugudur,
P (Q) iso

| p(x) — p(y) I= Thix—y|
sortini  06doyon peP(Q) funksiyalar ¢oxlugudur, burada
A= A(p) >0 sabiti x, y-don asili deyil. P(Q) ilo pe P (Q)
Vo 1< p_<p, <o sortini 0doyan funksiyalar ¢oxlugunu isaro
edirik. P (Q) ilo geyri-mohdud Q coxlugunda p e P'™(Q) sortini
Vo sonsuzlugun otrafinda

| P(X) = p(x0) ISm,

sortini  6doyan funksiyalar c¢oxlugunu isaro edirik, burada
P(e0) =lim p(x).

Forz edok ki, A(x) funksiyasi Q c¢oxlugunda toyin olunmus
giymatlar ¢oxlugu [0,n] olan dlgllon funksiyadir. Dayison doracali

Morri fozasi PO40(()) lokal integrallanan va
A

HfHLp(‘)’M')(g): sup t_m
xeQ, t>0

’lx_ylsél X,VGQ,

flg(xvt) ‘Lp(')(Q) )

sonlu normaya malik funksiyalar fozasidir. Analoji olaraq

LPO*O(Q) dayison daracali gakili Morri fozasinin sonlu normasi
A(x)

LPO (@)

flé(x,t)

H f H'—f}(')'/l(')(ﬂ) - XESQl{tEot "

soklindadir.
Dayison doracali imumilosmis  Morri M "9 (Q) fazasinin
sonlu normast
-6, (x,r)

r
f =
[flho- = sup s

” f ||Lp(‘)(§(x,r))
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Klindadir, haradaki et
soklindadir, haradaki 0,(xr) = pf}x)
_ r>1
p(0)
A(x)-n

Bu torifdo ¢(x,r)=r P® gotirsok M PO?O(R")  fozas
LP*(R") fozasina gevrilir.
Dayison doracali timumilesmis cokili lokal Morri M 5

fozasinin sonlu normasi

” f ”M{%g)#"“’(g) = ” f ||Lg(')(§(o,t))

sup
t>0 §0(t)||a’||LP(‘)(E(0,t)>
soklindadir.

Bu isdo I\/I{%g)’(‘””’ fozasinin trivial foza olmamasi igiin ¢
funksiyasimni1 hor yerdo itng o(t) >0 sorti 6doyon funksiya kimi
goturacayik.

Doyison doracoli timumilosmis cokili Morri M PO#

fozasinin sonlu normasi

1
”f”M POPo g = SU

fll oy =
er,tEO qD(X,t)”a)”Lp(,)(E(X’t)) ” |||_£)()(B(x,t))

soklindadir. Qeyd edim ki, P sabit vo ¢ musbat sabit funksiya

oldugda bu foza L™ (QQ) fozast il Ust-Usts diisiir.

Indi iso doyison dorocali lokal "tamamlayic1" Umumilosmis
Morri M {‘3((';'“’ () fozasmi daxil edok.
0
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Torif 1. Farz edok ki, x,€Q, 1<p(X)< p, <. Dayisan daracali
lokal "tamamlayic:”  Umumilogmis  Morri  ¢M {‘;(%‘“’(Q) fozasi
0

asagidaki sonlu normaya malik

gp'(xovr)

Il i =5 WH Fluso @ity

funksiyalar sinifina deyilir.
°M {F;(')""(Q) fozasinin trivial olmamasi {liglin iimumilasdiran
0y (Xo.1)

funksiya sup’ <o, sortini 6domalidir. Buna gorads biitiin isdo
>0 @ r)

bu sorti gobul edacayik
Doagig maksimal funksiya
— -1
M1 00 =supl BOGNI™ [ TFO) = Ty 1Y
Kimi tayin olunur, burada f; . (x)=B(x.t)[" J‘g(xnf(y)dy.
Forz edok ki, ¢ funksiyasi miisbat vo Olculon funksiyadir.
Lokal integrallanan vo asagidaki sonlu normaya malik

|b() =bg 1,

LEO(B(Or))

bl =S

HZB(OJ) L0 (@)

funksiyalar sinifino ¢okili lokal BMO,, ,,, fozasi deyilir.

Ikinci paraqrafda coxdayisonli cokili Hardi, ¢okili qosma
Hardi operatorlarin vo onlarin komutatorlariin doyigon doracali
cokili Umumilogsmis lokal Morri fozasinda mohdudlugu mosalosi
tadqiq edilmisdir.

Forz edok ki, f funksiyast R"-do lokal integrallanan monfi
olmayan, u funksiyast muisbot Ol¢ulon funksiyadir. Coxdayisonli

cokili Hardi va ¢akili qosma Hardi operatorlari

H f d l H f - —d
0o =IxI” u(l)(l)m{m u(ylh Y 09 =ulx |)|y|£|x\|y| u(yl Y

Kimi toyin edok.
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Teorem 1. Forz edok ki, peP*(R"), we A ,(R"), O<t<r, y R,

U cc™ v (p,,9,) funksiyalar:
u)  u(r)
f ds
.I.(ol(s)? <Cp,(r) (1)
0
j- (01(5) E <C (pl(t) (2)
0 U(S)HC"HLP'<->(B(0,S)) S u(t)Ha’HLp'<->(B(o,t))

sartini  6dayir. Onda c¢oxdayisanli ¢okili Hardi operatoru
M{%(}')"”l“”(R”) fozasin M{%(}')’(”z’m(Rn) fozasina mahdud  kocurdr,

Teorem 2. Farz edok ki, peP(R"), weA ,(R"), 0<r<t,

y e 2 ((ol, o, ) Sfunksiyalar: (1) sartini va

V4 r}’
R, —<C——
ut)  u(r)
() ds _ L gu(r) -
ru(s) s u(r)
sartini 0dayirlar. Onda coxdayisonli ¢okili gosma Hardi operatoru
M{%(}')"”l’(”(R”) fozasim M{%g)"oz’w(Rn) fozasina mahdud  koclrdr.
Coxdoyisonli ¢okili Hardi vo qosma Hardi operatorunun
komutatorlar1

b, H, 1 (x) = x| " u( x]) | b@)-bN @), |

[2l<Ix U(| z |)
b H:1f (0 =u(x) | LE_PONLD g,
| z]"u( z])

kimi toyin edok.

Teorem 3. Farz edok ki, peP*(R"), wecA,,(R"), O<t<r,
t7 r’

, <C——, beBMO_ .
u(t) u(r) 0P (e

(1), (2) sortini 6dayir. Onda coxdayisanli ¢okili Hardi operatorun

[b, H,] komutatoru M{%g)“”l’“’(R”) fozasim l\/l{%g)"/’z’”’(R”) fozasina

mahdud kocurdr.

yeR (R") vo (gol,(pz) funksiyalar
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Teorem 4. Forz edak ki, pePX®(R"), weA,(R"), 0<r<t,
V4 r7

yeR,

<C , beBMO L(R" v ,
20 =Cumy PEBMO,, . (R) > (p.0,)
Sfunksiyalart (1), (3) sartlarini 6dayirlor. Onda c¢oxdayisanli cakili
gosma Hardi operatorun [b,H]] komutatoru M {%g)%(”(R")

fozasim M {%g)"/’z’m (R"™) fozasina mahdud  kogurir.

Birinci foslin tiglincii paraqrafinda ¢oxdayisonli ¢okili Hardi,
cokili qosma Hardi operatorlarin vo onlarin komutatorlarinin doyison
doracali ¢okili Umumilogmis lokal tamamlayici Morri fazasinda
mohdudlugu teoremlari tadqiq edilmisdir.

Teorem 5. Forz edok ki, peP®(R"), weA,(R") v

u(r)r’, y>0 funksiyasi sanki —artan  funksiyadir, (0., 0,)
Sfunksiyalar

bos'p(s) ds_o o) ()
0 Ha)HU"“(B(o.s)) S Ha)HLP() (B(0.1))
j o) ds_. o) )

)HCO L") (B(0,s)) S ( HwHLP” 0.t))
sartlarini 6dayirlor, burada t>0. Onda QOXdaywanll cokili Hardi
operatoru CI\/l{F(’)(})("“”(R ) fozasini M7 (R”) fozasina mahdud
kogurar.
Teorem 6. Forz edok ki, pePX(R"), weA,R"),

be BMOo,p'(-),w’l (R”) sartlori 6danir, u(r)r’, y >0 funksiyasi sanki
artan funksivadir va (¢,,@,) funksiyalar: (4), (5) sartlorini 6dayirlar.

Onda gokili Hardi operatorunun [b,H, | komutatoru cM{‘;‘}""“"(R )

fozasim ° M{%g)"/’z'"’(R”) fozasina mahdud kogurir.

Teorem 7. Tutag ki, pe P*(R"), we Ap(_)(R”) sartlari 6danir, u(r)
funksiyast sanki azalan funksiyadir va (p,,@,) funksiyalari t>0
oldugda
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J' ( ) ds <C (02(t) , (6)
HCOHL”“(B (0.5)) H"’HLD‘U(B(o,t))
T §<C;’ (7
t HwHLm o5) (O] o6,

sartlarini  6dayirlor. Onda Gokili qosma Hardi H, operatoru

Cp\g POene(pn cnA POs.0 (DN NN
Mg (R )fazasznl Mg (R ) fozasina mahdud kogurir.

Teorem 8. Tutag ki, pe P*(R"), we Ap(,)(R“), beBMO, - (R")

sartlari 6danir, u(r) Sunksiyast sanki azalan funksivadir va (p,,,)
Sfunksiyalar: (6), (7) sortlorini 6dayirlor. Onda ¢akili gogsma Hardi
operatorun  |b,H:]  komutatoru  °MPO%¢(R")  fozasim

{0}
¢ M{%g) P2 (R”) fozasina mahdud koglrir.
Indi iso bu paraqrafda almmis naticalorin totbigini verok.

Asagidaki L operatorunu

Lv=[b,H, Jv-v
kimi toyin edok. Asagidaki tonliys baxaq:
Lv="f.

Teorem 9. Farz edok ki, peP®(R"), weA,R"),
be BI\/IOOYP,(‘)‘mfl(R“) sartlori 6danir, u(r)r”, y>0 funksiyasi sanki

artan funksivadir va (p,,¢,) funksiyalari (1), (2) sartlorini 6dayirlar.
Ondaelo C =C(n, p) miishat sabit var ki,

barabarsizliyi 6danir.

Birinci foslin  dordiincii paraqrafinda coxdayisonli ¢okili
Hardi-Cezaro vo ¢okili qosma Hardi-Cezaro operatorlariin Morri
fozasinda mohdud olmasi {i¢lin zoruri vo kafi sortlor tapilmisdir.
Bundan basqa coxdoyisonli ¢okili Hardi-Cezaro vo Cokili qosma
Hardi-Cezaro operatorlarinin  komutatorlarinin  Morri  fazasinda
mohdudlugu iiciin kafi sortlor tapilmisdir.

Mp(m )
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Forz edok ki, f funksiyasi R"-dos, u funksiyas: R -da lokal
inteqrallanan funksiyalardir. Coxdayisonli ¢okili Hardi-Cezaro va

¢okili gogsma Hardi-Cezaro operatorlari
i
M
kimi toyin olunurlar.

H, f(x)= (fl)f(X|Y|)|U(|Y|)dy’ H f(x)=
B(0,1
Teorem 10. Farz edok ki, 1 <p< o va 0 <1 <n.Onda H, Hardi-

[

B(0,1)

u(l y[)dy

Cezaro operatoru L"*(R") fazasinda mohdud olmast iigiin zaruri va
kafi sart

flyl" u(yhdy <o
)

B(0.1
olmasidir.
Teorem 11. Forz edok Ki, U funksiyast miisbat 0l¢ulon funksiyadir va
ju(lyDdy <oo (8)
B(0,1)

sortini 6dayir, onda H, Hardi- Cezaro operatoru BMO(R")
fazasinda mahduddur.
Teorem 12. Forz edok ki, 1 <p <o va 0 <4 <n.Onda H, Hard-

Cezaro i operatoru L**(R") fozasinda mohdud olmas iiciin zaruri va
kafi sort

[lyl” u(ydy <o

B(0,1)
olmasidir.
Teorem 13. Farz edak ki, u funksiyasi miisbat 6lgllon funksiyadir va
(8) sortini odayir, onda H, Hardi- Cezaro operatoru BMO(R")
fozasinda mahduddur.
Coxdayisanli ¢okili Hardi-Cezaro va gokili qogma Hardi-Cezaro
operatorlarin komutatoru

H,, f 0 = Il)b(XI yD=bOI F(xyDIu(yl)dy

B(0,1
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HLf()= ]

B(0,1)

u( y)dy

Teorem 14. Farzedak ki, I <p <o, 0 <A <n, be BMO(R") vau
funksiyast miisbat ~ Olclilon funksiyadir

Lon+ I 1y DIYI™ uQyDdy<oo
sortini 6dayir. Onda H,, Hardi-Cezaro operatorun komutatoru

LP*(R") fazasinda mohduddur.

Teorem 15. Farz edak ki, I <p <o, 0<i<n, be BMO(R") vou
Sfunksiyast miisbat 6lcUlon funksiyadir

hasl+ I Ty DIyl u(yDdy<eo
sartini 6dayir. Onda H:,b coxdayisonli ¢akili gosma Hardi-Cezaro

operatorun komutatoru L**(R") fazasinda mohduddur.

Ikinci foslin birinci paraqrafinda iimumilosmis lokal Orlig-
Morri vo Umumilogmis lokal tamamlayici Orlig-Morri  fazalar
haqqinda molumat verilmis vo bu fasilds istifads olunan faktlar geyd
olunmusdur.
Tarif 2. ®:[0,+00) —[0,00] funksiyast gabariq, soldan kasilmaz va

lim @©(r) =®(0)=0, lim ®(r)=c  gortlorini  6dayarsa @

r—+0 r—+4o0
funksiyasina Yunq funksiyasi deyilir.
Bu torifdo funksiyanin qabariqhigi vo @®(0)=0 soartindon

aydin goriiniir ki, Yunq funksiyas1 artandir. 9gor s € (0,+0) varsa
Ki, d(s) = +oo olsun, onda istonilon r>s {glin d(r) = +oco oOlur.
Asagidaki sorti 6dayan
0 <®d(r) <+oooldugqda 0 < r < +oo.

® Yunq funksiyalar ¢oxlugunu Y ilo isaro edirik. ©gor ®eY
olarsa, onda ® funksiyast [0,+o0) araliginda miitloq kasilmozdir vo

homin araliqda 6z-0zUns qarsiligh birqiymatlidir.
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Torif 3. Forz edok ki, f funksiyasi lokal inteqrallanandir va
istonilon k >0 tgun
[o®(K | f (X)X < 400

sartini 6dayan f funksiyalar ¢oxluguna Orli¢ fozasi deyilir. Basqa
sOzla

Ly (R") = {f e L(R"): [o®(K | f(x)[)dx < +e0 hor bir k > 0}.
Ogor 1< p<o oldugda, ®(r)=r" olarsa, onda L,(R")=L"R")
olur. Ogor d(r)=0(0<r<1) vo d(r) =oo (r >1) olarsa,
onda L,(R")=L"(R") olur. L¥R") fozasi dedikdo bitin BcR"
kiiralor tiglin <L, (R") olan T funksiyalar ¢oxlugu gotiiriiliir.

Orli¢ L,(R") fozas1 Banax fozasidir va sonlu normasi

1l =it {25 0: of L o
soklindadir.

Forz edok ki, @ coki funksiyast R"-do mishat 6lcilon
funksiyadir. Cokili Orlic L, (R") fozasi
L,.,(R")={f:foel,}
Va sonlu normasi

I£ll.,, =lefl.,

soklindadir.
® Yunq funksiyast vo 0<s <+oo Ugln

@ (s)=inf{r>0:d(r) > s} (inf & =+x0)

olsun.

Ogor ® Y olarsa, onda ®* funksiyas1 ® funksiyasinin tors
funksiyas1 adlanir. Qeyd edok ki, @' vo ® funksiyalari

O(D(r)) <1 <D HD(r))

sorti ddanilir.

Ogor hor hanst k>1 lgin @(2r) < kd(r) borabarsizliyi
0danarse, onda deyacayik ki, ® Yunq funksiyast A, sortini 6dayir
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Vo ® e A, kimi isars olunur. Ogor ® Yunq funksiyast A, sortini
Odayirss, onda ®eY olur.
B(r) = {sup{rs —d(s):se€[0,©)} , rel0, )
+ 00 , I =400,
funksiyaya @ Yunq funksiyasi ti¢iin tamamlayici funksiya adlanir.
@ tamamlayict funksiyasi hamg¢inin Yunq funksiyasidir va
b=0. Ogoar 0<r<1 olarsa, onda ®(r)=r funksiyasinin

tamamlayici funksiyast sifir olar, yoni (f)(r) =0. Ogor O(r)=r
olarsa, onda O0<r<1 oldugda ® funksiyasinin tamamlayici
funksiyas: sifir olar, yoni ®(r)=0 vo r>1 oldugda Ef)(r) =
olur. Ogor 1< p<oo, Up+lp =1 vo ®(r)=rP/p olarsa, onda

D(r) = (P /[p olur. Dgor ®(r)=e'-r-1 olarsa, onda
®(r) = (1+r)log(1+r)—r olur. Qeyd edok ki, @ eV, olmasi iigiin
zoruri vo kafi sort ® e A, olmasidir. Aydindir ki, r > 0oldugda
r <o (r)®*(r)<2r olur.

Qeyd edok ki, Yunq funksiyasi istonilon 0<a <1, 0<t<w
uciin d(at) < D (t) vo istonilon, 0<t<oo Ugln d(H) = BD(t)
xassalarini odayir.

Torif 5. (Umumilasmis Orlig-Morri fozasi) Farz edak ki, ¢@(X,r)
funksiyast R"x(0,0) -da miisbat, olgilon funksiyadir va ® Yung
funksiyasidir. M, ,(R") ila f Ly (R") sinifindan olan vo asagidak:
sonlu kvazinormaya malik

[, = st 000 1],

xeR",r>0
funksiyalar fozasini isara edacayik va bu faza Umumilogmis Orlic-
Morri fazas: adlanir.
Forz edok ki, f funksiyasi R"-do lokall integrallanan maonfi
olmayan funksiyadir. Coxdoyisonli ¢okili kosr Hardi vo c¢okili
qosma kosr Hardi operatorlari
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o f(y) R f(y)
Hef d [yl u(y)
QO L ugryp ™ HeF 0D L uyp®

Kimi toyin edok, burada ¢ >0.

Bu paragrafda ¢okili kosr Hardi va ¢okili qosma koasr Hardi
operatorlarinin ~ imumilosmis  lokal  Orlig-Morri  fozasinda
mohdudlugu iciin ®, ¥ vo ¢,,¢, funksiyalar tizorine kafi sortlor

tapilmigdir.
Teorem 16. Tutaq ki, ®, ¥ Yung funksiyalaridr, 0<a<n,

fels(rr), %SCJT/;’ 2 0.1)/tut) < Cn(0.1)/ FAulr)

0<r<t, feR, (p.,0,) Vo (D,¥) funksiyalar:
.r[tn%(ovt) dt <C A r), (13)
o ul) u(t)
S €01(O S) ds <C ¢2(01r) (14)
) s “Cuie)
sartlorini  0dayirlor. Onda ¢okili kosr Hardi H operatoru
M(%,I(Zf (R”) fozasim Mg;";’; (R”) fozasina mahdud kocurdr.
Teorem 17. Forz edok ki, ®, ¥ Yunqg funksiyalaridir, 0<a <n,

r(: <C t(’i) r“g,(0, r)CD‘l(r‘”)g Ct“@(o,t)d)‘l(t‘”), O<r<t,

peR sartlori 6danir, (p,,p,) Vo (®,¥) funksiyalar:
I;olow(v i ")dt<0¢10r>® )
t

[ —

u(t) u(r)
jt“q;l t)o a_~ o (o,r)
o wien) ot e
sortlorini 6dayirlor.  Onda cakili kasr gosma Hardi HS operatoru
M%’"’C( ) fozasim M3 (R”) fazasina mahdud koglrr.

Forz edok ki, f Vo b funksiyalar1 R"-do lokall integrallanan
monfi olmayan funksiyalardir. Coxdayisonli ¢akili kasr Hardi va
¢okili gogsma kosr Hardi operatorlarin komutatorlari
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[b, H:] f (X) :l X |a—r| J' (b(y) b(X)) f (y) y

Iyl<lx u(lyl)
I 00 = ¢ u( x)) | CORUNT) g,
wei YT u(ly )

kimi tayin olunur, burada ¢ >0.
Teorem 18. Forz edok ki, @, ¥ Yunqg funksiyalaridir, 0<a<n,

e aOt)tult)<Ca(0,r)/rfulr)
u(r)~ u(t)

0<r<t, BeR sartlori odonir, (¢, ¢,) Vo (©,¥) funksiyalart (13),
(14) sortlorini Odayirlor. Onda ¢akili kasr Hardi  operatorunun
[b, Hj‘] komutatoru M%";lc(R”) fozasim I\/Ifl);"gz (R”) fozasina mahdud

beBMO, ;(R")

kogurdr.

Teorem 19. Forz edok ki, ®, ¥ Yung funksiyalaridir, 0<a<n,
B i}

eV, o<r<t, peR, beBMO, - (R"),

u(r)” u(t) |

r (0,10 ()< Cteg (0o ™) . O<r<t sortlori Sdonir,
((01,%) (,y) funksiyalari

sartlarini 6doayirlor. Onda (;akzlz qosma kasr Hardi operatorunun
[b,H?] komutatoru Mc%";f(R”) fozasim M3 (R") fozasina moahdud
kogarar.

Ikinci foslin iigiincii paraqrafinda ¢okili kosr Hardi, cokili
qosma kosr Hardi operatorlarimin vo onlarin  komutatorlarinin

Umumilagmis lokal tamamlayict Orlig-Morri fazalarinda mahdudlugu
isbat edilmisdir.
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Teorem 20. Forz edak ki, &, ¥ Yung funksiyalaridir, 0<a <n Vo

u(r)r”, y>0 funksiyast miitlaq artan funksiyadir, (0, 0,) Vo
(®,¥) funksiyalar:

e dt_o  al) 15
gt"u(t)d)’l(t’") t _Cr”u(r)CD’l(r’”) (15)
r Sa—n¢1(s) ds < ¢2(r)
£ ‘P’l(s’”) s ¢ r”\P’l(r’”) (16)

sartlarini 6dayirlor, burada t>0. Onda coxdayisanli cokili Hardi
operatoru °M o' (R“)fazasml ‘M Sl (R“) fazasina mahdud kogurdr.

V.0,
Teorem 21. Forz edok ki, @, ¥ Yunq funksiyalaridir, O<a<n,
B B
beBMO,;(R"), " c¥.  atut)<Colr)iru(r)
u(r)” " ut)

O<r<t, BeR soartlori 6danir va ((pl,qoz) funksiyalar: (15), (16)
sortlorini 6dayirlor. Onda ¢okili kasr Hardi operatorunun [o,H¢|
komutatoru CM(‘I’;Y'ZT(R”) fozasini CMS;"ZZ (R”) fozasina mahdud
kogurar.
Teorem 22. Farz edok ki, ®, ¥ Yung funksiyalaridir, 0<a<n,
u(r) funksiyast sanki azalan funksiyadr, (¢l,(02) Vo (@,%)
Sfunksiyalari (16),

=d (s ") ds __ Dd(tT") (17)

—<C y

=) s S
sartlorini  0dayirlor. Onda ¢okili qosma Hardi H¢ operatoru
CM(?)"'(‘: (R”) fozasim CMS,"';Z (R”) fozasina mahdud kogurdr.
Teorem 23. Forz edok ki, &, ¥ Yunq funksiyalaridir, 0<a<n,

beBMOO‘&)(R”) sortlori 8danir, u(r) funksiyasi sanki azalan
Sfunksiyadtr, (gol,(pz) Va ((I),‘P) funksiyalar: (16), (17) sortlorini
Odayirlor. Onda cokili kasr qosma Hardi operatorunun [b,Hf]
komutatoru CMg’v"fyf(R”) fozasini My (R“) fozasina mohdud
kocurdr.
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NOTICO

Dissertasiya isi harmonik analizin inteqral operatorlarindan
olan cokili Hardi, ¢okili qosma Hardi operatorlarin vo onlarin
komutatorlarinin doayigson doracali ¢okili iimumilogmis lokal Morri,
doyison  doracoli tamamlayict  (imumilogsmis lokal  Morri,
timumilogmis lokal Orlig-Morri vo imumilogmis tamamlayict lokal
Orlic-Morri fozalarinda mohdudlugu masalalorine hasr edilmisdir.
Isdo asagidaki noticolor alinmisdir:

1. Cokili Hardi-Cezaro operatorun Morri fozasinda mohdudlugu
ticlin zoruri vo kafi sortlor tapilmisdir.

2. Cokili Hardi-Cezaro operatorun komutatorunun Morri fazasinda
mohdudlugu ii¢iin kafi sortlor tapilmigdir.

3. Cokili qosma Hardi-Cezaro operatorun Morri  fozasinda
mohdudlugu ii¢lin zaruri vo kafi sortlor tapilmisdir.

4. Cokili qosma Hardi-Cezaro operatorun komutatorunun Morri
fozasinda mohdudlugu {i¢iin kafi sortlor tapilmisdir.

5. Cokili Hardi operatorun vo onun komutatorunun doyisan doracali
¢okili lUimumilogmis Morri vo Uimumilosmis tamamlayict Morri
fozalarinda mahdudlugu isbat edilmisdir.

6. Cokili qosma Hardi operatorun vo onun komutatorunun doyison
doracali ¢okili timumilogsmis Morri vo limumilogmis tamamlayici
Morri fozalarinda mohdudlugu isbat edilmisdir.

7. Cokili  kosr Hardi operatorun vo onun komutatorunun
timumilogmis Orlig-Morri vo timumilogmis tamamlayici Orlig-Morri
fozalarinda mohdudlugu isbat edilmisdir.

8. Cokili qogsma kosr Hardi operatorun vo onun komutatorunun
timumilosmis Orlig-Morri vo imumilogmis tamamlayict Orlig-Morri
fozalarinda mohdudlugu isbat edilmisdir.
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