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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
 

Актуальность темы и степень разработки. Известно, что 
математическое описание рассеяния гармонически зависящих от 
времени волн приводит к краевым задачам для уравнения 
Гельмгольца 02 =+∆ uku , где −∆ оператор Лапласа, а −k вол- 
новое число, причем 0Im ≥k . Так как во многих случаях невоз- 
можно найти точное решение краевых задач для уравнения 
Гельмгольца, то возникает интерес к разработке приближенных 
методов решения краевых задач для уравнения Гельмгольца с 
теоретическим обоснованием. Одним из широко распростран- 
енных методов исследования приближенного решения внешних 
краевых задач для уравнения Гельмгольца  является их приве- 
дение к интегральному уравнению. Основное преимущество  
применения метода граничных интегральных уравнений к       
исследованию внешних краевых задач заключается в том, что    
подобный подход позволяет свести задачу, поставленную для   
неограниченной области, к задаче для ограниченной области 
меньшей размерности.  

Отметим, что непосредственное применение теории потен- 
циала для вывода интегральных уравнений внешних краевых 
задач для уравнения Гельмгольца  приводит к уравнениям, кото- 
рые не имеют единственного решения на собственных значени- 
ях внутренних краевых задач. Однако, разыскивая решения 
внешних краевых задач в виде комбинации акустических потен- 
циалов простого и двойного слоя, а также пользуясь формулой 
Грина для вывода интегральных уравнений внешних краевых 
задач, были получены разрешимые единственным образом при 
любом значении волнового числа интегральные уравнения, 
зависящие от оператора 
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где −S замкнутая дважды непрерывно дифференцируемая по- 
верхность в 3R , ( )−xn единичная внешняя нормаль в точке 

Sx∈ , а ( ) −Φ yxk , фундаментальное решение уравнения Гельм- 
гольца, т.е. 

( )
yx

yxki
yxk −

−
=Φ

π4
exp

),( , 3, Ryx ∈ , yx ≠ . 

Построенный Ляпуновым контрпример1 показывает, что для 
потенциала двойного слоя с непрерывной плотностью произ- 
водная, вообще говоря, не существует, т.е. оператор T  не опре- 
делен в пространстве ( )SC  всех непрерывных функций на S  с 
нормой  ( )xff

Sx∈∞
= max . Однако, в книге Д.Колтона и Р.Кресса2 

доказано, что оператор T ограниченно действует в простран- 
ствах Гельдера и дана формула вычисления производной акус- 
тического потенциала двойного слоя с помощью поверхност- 
ного градиента. Кроме того, в этой книге показано, что если 

0Im >k , то оператор ( ) ( )SCST →Ν:  обратим, причем обратный 
оператор 1−T  дается соотношением   

( ) ( ) 111 ~~ −−− +−−= KIKILT , 
где  

( )( ) ∫ ∈Φ=
S

yk SxdSyyxxL ,,)(),(2 ρρ  
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yxxK ,,)(

)(
),(2~ ρρ   

−I единичный оператор на пространстве ( )SC , а через ( )SΝ  
обозначено пространство всех непрерывных функций ϕ , потен- 

                                                 
1 Гюнтер, Н.М. Теория потенциала и ее применение к основным задачам ма- 
тематической физики / Н.М. Гюнтер. – Москва: Гостехиздат, – 1953. –  415с. 
2 Колтон, Д. Методы интегральных уравнений в теории рассеяния / Д. Кол- 
тон, Р. Кресс. – Москва: Мир, – 1987. – 311с. 
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циал двойного слоя с плотностью ϕ  которых имеет непрерыв- 
ные нормальные производные на обеих сторонах поверхности 
S . Следует указать, что данная формула в книге Д.Колтона и 
Р.Кресса для вычисления производной акустического потенци- 
ала двойного слоя не очень практична. Более того, следует отме- 
тить, что до сих пор не построена практичная кубатурная фор-  
мула для вычисления нормальной производной акустического 
потенциала двойного слоя. Например, в работе А.Ю.Анфино- 
генова, И.К.Лифанова и П.И.Лифанова3 построена кубатурная 
формула для нормальной производной акустического потенци- 
ала двойного слоя на сфере. Однако, построенная кубатурная 
формула в этой работе не является практичной в том смысле, 
что коэффициенты этой кубатурной формулы являются сингул- 
ярными интегралами. 

Кроме того, известно, что одним из методов решения гипер-   
сингулярных интегральных уравнений внешних краевых задач 
для уравнения Гельмгольца является регуляризация этих уравне- 
ний с помощью обратного оператора  1−T . Как видно, несмотря 
на обратимость операторов  KI ~+   и KI ~− , явные виды обрат- 
ных операторов ( ) 1~ −

+ KI  и ( ) 1~ −
− KI  неизвестны, следовательно, 

неизвестен явный вид обратного оператора 1−T .  
Из–за выше перечисленных причин до сих пор не исследо- 

вано приближенное решение некоторых классов интегральных 
уравнений краевых задач для уравнения Гельмгольца. Следова- 
тельно, разработка приближенных методов решения интеграль- 
ных уравнений краевых задач для уравнения Гельмгольца при 
любом значении волнового числа и их теоретическое обоснова- 
ние представляют собой актуальную задачу. 

                                                 
3 Анфиногенов, А. Ю., Лифанов, И. К., Лифанов, П. И. О некоторых гипер- 
сингулярных одномерных и  двумерных интегральных уравнениях // – 
Москва: Математический сборник,– 2001. т.192, №8, – с. 3–46. 
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Цель и задачи исследования. Основной целью и задачей 
диссертационной работы является вывести практичную форму- 
лу для вычисления производной акустического потенциала  
двойного слоя, построить кубатурную формулу для нормальной 
производной акустического потенциала двойного слоя и иссле- 
довать приближенное решение некоторых классов интегральных 
уравнений краевых задач для уравнения Гельмгольца при любом 
значении волнового числа 0Im ≥k . 

Методы исследования. В диссертации использованы мето- 
ды теории потенциала, теории сингулярных и гиперсингуляр- 
ных интегральных уравнений, теории операторов, функциональ- 
ного анализа и общая теория приближенных методов. 

Основные положения, выносимые на защиту. На защиту 
выносятся следующие основные положения: 

1. Вывести практичную формулу для вычисления производ- 
ной акустического потенциала двойного слоя. 

2. Исследовать некоторые свойства операторов, порожден- 
ных прямым значением производной акустического потенциала 
простого слоя и производной акустического потенциала двойно- 
го слоя в обобщенных пространствах Гельдера. 

3. Построить кубатурные формулы для прямого значения 
производной акустического потенциала простого слоя и для 
нормальной производной акустического потенциала двойного 
слоя. 

4. Исследовать проекционными методами приближенное ре- 
шение одного класса слабо сингулярных поверхностных интег- 
ральных уравнений внешних краевых задач для уравнения 
Гельмгольца. 

5. Исследовать проекционными методами приближенное 
решение одного класса гиперсингулярных поверхностных ин-  
тегральных уравнений первого и второго рода. 

Научная новизна исследования. В диссертации получены 
следующие основные результаты:  
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1. Доказана ограниченность оператора, порожденного пря- 
мым значением производной акустического потенциала просто- 
го слоя в обобщенных пространствах Гельдера. 

2. Дана практичная формула для вычисления производной 
акустического потенциала двойного слоя и доказана ограни- 
ченность оператора, порожденного производной акустического 
потенциала двойного слоя в обобщенных пространствах Гель- 
дера. 

3. Построена кубатурная формула для одного класса слабо          
сингулярных поверхностных интегралов. 

4. Дан метод построения кубатурной формулы для поверх- 
ностного сингулярного интеграла, и на основе этого метода пос- 
троена кубатурная формула для прямого значения производной 
акустического потенциала простого слоя и для нормальной 
производной акустического потенциала двойного слоя. 

5. Дано обоснование метода коллокации для одного класса 
слабо сингулярных поверхностных интегральных уравнений 
внешних краевых задач для уравнения Гельмгольца. 

6. Дано обоснование метода коллокации для системы по- 
верхностных интегральных уравнений краевой задачи сопряже- 
ния для уравнения Гельмгольца. 

7. Дан метод аппроксимации в опорных точках оператора, 
обратного к оператору, порожденному нормальной производной 
акустического потенциала двойного слоя. На основе этого мето- 
да исследовано приближенное решение одного класса гиперсин- 
гулярных поверхностных интегральных уравнений первого и 
второго рода.   

Теоретическая и практическая ценность исследования. 
Работа носят, в основном теоретический характер. Однако ре- 
зультаты, полученные в диссертации, могут быть использованы 
при численных решениях во многих практических задачах ес- 
тествознания (например, в теории дифракции электромагнитных 
и акустических волн). 
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Апробация и применение. Результаты диссертации докла- 
дывались на семинаре кафедры «Прикладная математика» Азер- 
байджанской Государственной Нефтяной Академии (рук. член– 
корр. НАНА, проф. К.Р.Айда–заде), на семинарах кафедры 
«Общая и прикладная математика» Азербайджанского Государ-  
ственного Университета Нефти и Промышленности (рук. проф. 
А.Р. Алиев), на семинаре кафедры «Математический анализ» 
Бакинского Государственного Университета (рук. проф. С.С. 
Мирзоев), на семинаре кафедры «Уравнения математической 
физики» Бакинского Государственного Университета (рук. акад. 
Ю.А.Мамедов), на семинарах отдела «Математический анализ» 
ИММ НАН Азербайджана (рук. член–корр. НАНА, проф. В.С. 
Гулиев), на семинаре отдела «Негармонический анализ» ИММ 
НАН Азербайджана (рук. член–корр. НАНА, проф. Б.Т. Била- 
лов), на семинаре отдела «Функциональный анализ» ИММ НАН 
Азербайджана (рук. проф. Г.И.Асланов), на семинаре отдела 
«Теория функций» ИММ НАН Азербайджана (рук. д.м.н. В.Е. 
Исмаилов), на общеинститутском семинаре ИММ НАН Азер- 
байджана (рук. член–корр. НАНА, проф. М.Дж.Марданов), а 
также на конференции, посвященной 70–летию проф. Я. Дж. 
Мамедова (Баку, 2001), на Международной конференции «Ак- 
туальные проблемы математики и информатики», посвященной 
90–летию со дня рождения Г.А.Алиева (Баку, 2013), на Между- 
народной конференции «Функциональные пространства и тео- 
рия приближения функции», посвященной 110–летию со дня 
рождения академика С.М.Никольского (Москва, 2015), на Меж- 
дународной конференции «Математический анализ, дифферен- 
циальные уравнения и их приложения» (MADEA-7, Баку, 2015), 
на Международном научном семинаре «Негармонический ана- 
лиз и дифференциальные операторы» (Баку, 2016), на конферен- 
ции «Функциональный анализ и его приложения», посвящен- 
ной 100–летию со дня рождения проф. А.Ш. Габибзаде (Баку, 
2016), на Международной конференции «Весовые оценки диф- 
ференциальных и интегральных операторов и их приложения», 
посвященной 70–летию проф. Р.Ойнарова (Астана, 2017), на 



9 
 

Международной конференции «Операторы, функции и системы 
в математической физике», посвященной 70–летию проф. Г.А. 
Исаханлы (Баку, 2018). 

Личный вклад автора заключается в формулировке цели и 
выборе направления исследования. Кроме того, все выводы и 
полученные результаты, а также методы исследования принад- 
лежат лично автору. 

Публикации автора. Публикации в изданиях, рекомендо- 
ванных ВАК при Призидента Азербайджанской Республики – 
23, материалы конференций – 1, тезисы докладов – 7. 

Наименование учреждения, где выполнена диссертаци-
онная работа. Работа выполнена на кафедре «Общая и прик- 
ладная математика» Азербайджанского Государственного Уни- 
верситета Нефти и Промышленности. 

Структура и объем диссертации (в знаках, с указанием 
объема каждого структурного подразделения в отдельности). 
Общий объем диссертационной работы – 409482 знаков (титуль- 
ная страница – 326 знаков, оглавление – 3656 знаков, введение – 
69200 знаков, первая глава – 137400 знаков, вторая глава – 45300 
знаков, третья глава – 102400 знаков, четвертая глава – 51200 
знаков). Список используемой литературы состоит из 155 наи-  
менований. 

 
ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 

Диссертация состоит из введения, четырех глав и список 
используемой литературы. 

Во введении обосновывается актуальность темы исследова- 
ния и показана степень ее разработанности, сформулирована 
цель и задачи исследования, приведена научная новизна, отме-  
чена теоретическая и практическая ценность исследования, а 
также представлена информация об апробации работы.  

В первой главе разработана более практичная формула для 
вычисления производной акустического потенциала двойного 
слоя и при более ослабленных условиях доказаны ограничен- 
ность операторов, порожденных прямым значением производ- 
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ной акустического потенциала простого слоя и производной 
акустического потенциала двойного слоя в обобщенных прос- 
транствах Гельдера. Основные результаты этой главы опублико- 
ваны в работах автора [5, 6, 7, 9, 11, 16, 24]. 

Рассмотрим  прямое  значение   

      
( )∫ ∈=Φ=

S
ykx SxxxxdSyyxgradxV ,,,,)(),()( 321ρ

           
(1) 

производной акустического потенциала простого слоя, где 
−⊂ 3RS   поверхность Ляпунова, а −)(yρ непрерывная функ- 

ция на S .                   
Для непрерывной на поверхности S  функции )(xϕ  вводим 

модуль непрерывности вида   

0,),(sup),( >=
≥

δ
τ
τϕωδδϕω

δτ
, 

где   .)()(max),(
,

yx
Syx

yx
ϕϕτϕω

τ
−=

∈
≤−

 

Теорема 1.  Пусть −S поверхность Ляпунова и   

∫ +∞<
Sdiam

dt
t

t
0

),(ρω
. 

Тогда интеграл (1) существует в смысле главного значения 
Коши, причем  

( )








+≤ ∫∞

∈

Sdiam

Sx
dt

t
tMxV

0

,)(sup ρωρ .                                                                                              

Здесь и далее через M  будем обозначать положительные 
постоянные, разные в различных неравенствах. 

Теорема 2.  Пусть −S поверхность Ляпунова с показателем 
10 ≤<α   и    

∫ +∞<
Sdiam

dt
t

t
0

),(ρω
. 

Тогда справедливы следующие оценки: 
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( ) ( ) ( ) ( )








+++≤ ∫∫

diamS

h

h

dt
t

thdt
t

thhMhV 2
0

,, ,, ρωρω
ρωω α

ρ     

при 10 <<α , 

( ) ( ) ( ) ( )








+++≤ ∫∫

diamS

h

h

dt
t

thdt
t

thhhMhV 2
0

,, ,ln, ρωρωρωω ρ     

при 1=α , 
где ρM - положительная постоянная, зависящая лишь от ,S k  и 

.ρ  
Введем следующие классы функций, определенные на 

( ]diamS,0 : 
( ) ( ){ }↓=↑=

→
δδϕδϕϕϕχ

δ
/,0lim,:

0
,    

( ) ( )








+∞<∈= ∫
diamS

dt
t
tSJ

0
0 : ϕχϕ  

 и рассмотрим функцию 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )










=+++

<<+++
=

∫∫

∫∫
diamS

h

h

diamS

h

h

еслиdt
t

thdt
t
thhh

еслиdt
t

thdt
t
thh

Z
.1, ln

,10, 

2
0

2
0

αϕϕϕ

αϕϕϕ
ϕ

α

 

Пусть χϕ ∈  и через ( )ϕH  обозначим линейное простран- 
ство всех непрерывных на S  функций ρ , удовлетворяющих 
условию 

( ) ( ) ( )yxCyx −≤− ϕρρ ρ ,  Syx ∈, , 
где −ρC  положительная постоянная, зависящая от S  и ρ , а не 
от x  и y . Известно, что пространство ( )ϕH  является банаховым 
пространством с нормой  

( ) ( ) ( ) ( )
( )yx

yx
x

yx
SyxSx

H −
−

+=
≠
∈∈ ϕ

ρρ
ρρ

ϕ
,

supsup . 
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Теорема 3. Пусть ( )SJ 0∈ϕ , тогда оператор ( )( ) =xAρ  
),(xV= ,Sx∈  ограниченно действует из ( )ϕH  в ( )( )ϕZH , 

причем 

( )( ) ( )ϕϕ
ρ

HZH
MV ≤ . 

Теперь рассмотрим  акустический потенциал двойного слоя  

∫ ∈
∂
Φ∂

=
S

y
k

k SxdSy
yn

yxxW ,,)(
)(

),()(, ρρ   

где −⊂ 3RS поверхность Ляпунова, а −)(yρ непрерывная фун- 
кция на S .                   

Теорема 4. Пусть −S поверхность Ляпунова, −)(xρ непре- 
рывно дифференцируемая функция на S  и  

∫ +∞<
Sdiam

dt
t

tgrad
0

),( ρω
. 

Тогда акустический потенциал двойного слоя )(, xWk ρ  
имеет 

на S  производную, причем 
( )

−







∂

Φ−Φ∂
= ∫ y

S

k
xk dSy

yn
yxyxgradxWgrad )(

)(
),(),()( 0

, ρρ 
 

    

( )( ) ( ) +−
−

−−
− ∫ y

S

dSxy
yx

xyynxy )()()(,
4
3

5 ρρ
π



    
           ,,)()()(

4
1

3 SxdSyn
yx

xy
S

y ∈
−

−
+ ∫

ρρ
π

                   
 
(2) 

и  

( ) ( )








++≤ ∫ ∞∞

d

k graddt
t

tgradMxgradW
0

,
, ρρρω

ρ ,  Sx∈∀ , 

где 00 |),(),( =Φ=Φ kk yxyx  и последний интеграл в равенстве 
(2) существует в смысле главного значения Коши. 

Теорема 5. Пусть −S поверхность Ляпунова с показателем 
10 ≤<α , −)(xρ непрерывно дифференцируемая функция на S  и 
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∫ +∞<
Sdiam

dt
t

tgrad
0

),( ρω . 

Тогда  при 10 <<α  
( ) ≤hgradWk ,,ρω

 
( ) ( ) ( )









+++≤ ∫∫

diamS

h

h

dt
t

tgradhdt
t

tgradhgradhM 2
0

,, , ρωρωρωα
ρ , 

а при 1=α  
( )≤hgradWk ,,ρω

 
( ) ( ) ( )









+++≤ ∫∫

diamS

h

h

dt
t

tgradhdt
t

tgradhgradhhM 2
0

,, ,ln ρωρω
ρωρ , 

где  ρM - положительная постоянная, зависящая лишь от ,S k  
и .ρ    

Пусть χϕ∈ . Через ( )ϕ1H  обозначим линейное пространство 
всех непрерывно дифференцируемых на поверхности S  фун- 
кций ρ , удовлетворяющих условию 

( ) ( ) ( )yxCygradxgrad −≤− ϕρρ ρ ,  Syx ∈, , 
где −ρC  положительная постоянная, зависящая от S  и ρ , а не 
от x  и y . Известно, что пространство ( )ϕ1H  является банахо- 
вым пространством с нормой  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )yx

ygradxgrad
xgradx

yx
SyxSxSx

H −
−

++=
≠
∈∈∈ ϕ

ρρ
ρρρ

ϕ
,

supsupsup
1

. 

Теорема 6.  Пусть −S поверхность Ляпунова и ( )SJ 0∈ϕ . 
Тогда оператор ),(, xgradWA k ρρ =  ,Sx∈  ограниченно дейст- 
вует из ( )ϕ1H  в ( )( )ϕZH , причем 

( )( ) ( )ϕϕρ ρ
1

, HZHk MgradW ≤ . 

Следствие 1.  Пусть −S поверхность Ляпунова и ( )SJ 0∈ϕ . 
Тогда  оператор T  ограниченно действует из ( )ϕ1H  в ( )( )ϕZH , 
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причем 
( )( ) ( )( ) ( )ϕϕ

ρρ
1HZH

MxT ≤ . 
Во второй главе дан метод построения кубатурной формулы 

для поверхностного сингулярного интеграла и на основе этого 
метода построены кубатурные формулы для прямого значения 
производной акустического потенциала простого слоя и для   
нормальной производной акустического потенциала двойного 
слоя. Кроме того, в этой главе построена кубатурная формула 
для одного класса слабо сингулярных поверхностных интегра- 
лов. Основные результаты этой главы опубликованы в работах 
автора [3, 4, 8, 12, 13, 18]. 

Пусть −S поверхность Ляпунова. Разобьем S  на «регуляр- 

ные» элементарные части 
N

l
lSS

1=
= . Под «регулярной» элемен- 

тарной частью условимся понимать множество точек, подчинен- 
ных следующим требованиям: 

(1) для любого { }Nl ...,,2,1∈  элементарная часть lS  зам- 

кнута и его множество внутренних относительно S  точек 
0

lS  не 

пусто, причем ll mesSSmes =
0

 и при { },...,2,1 Nj∈  ,lj ≠  
Ο/=

00

jl SS  ; 
(2) для любого { }Nl ...,,2,1∈  элементарная часть lS  предс- 

тавляет собой связный кусок поверхности S  с непрерывной гра- 
ницей; 

(3) для любого { }Nl ...,,2,1∈  существует так называемая 
опорная точка ( ) ( ) ( ) ( )( ) lSlxlxlxlx ∈= 321 ,,  такая, что: 

(3.1)  )(~)( NRNr ll    ( ( ) ( ) ( )
( ) 21~ C
NR
NrCNRNr

l

l
ll ≤≤⇔ , где 

1C  и 2C   положительные постоянные, не зависящие от N ), где 
( ) ( )lxxNr

lSxl −=
∂∈

min  и ( ) ( )lxxNR
lSxl −=

∂∈
max ;  
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(3.2) ( ) 2/dNRl ≤ , где −d радиус стандартной сферы; 
(3.3) для любого { }Nj ...,,2,1∈    ( ) ( )NrNr lj ~ . 
Очевидно, что ( ) ( )NRNr ~  и ( ) ( ) 0limlim ==

∞→∞→
NRNr

NN
, где 

( ) ( )NRNR l
Nl ,1

max
=

= , )(min)(
,1

NrNr lNl=
= . 

Рассмотрим поверхностный интеграл в виде    

,,)(),()( SxdSy
yx
yxKxB

S
yn ∈

−
= ∫ ρ                             (3) 

где −⊂ 3RS поверхность Ляпунова с показателем ( ]1,0∈α , −n  
натуральное число, ( )−yxK , непрерывная функция на SS ×  и  
существует число ( )2,0∈λ  такое, что для любого Syx ∈,  

                 ( ) λ−−≤ nyxMyxK , ,                                   (4) 
а ( )−xρ непрерывная функция на S . Пусть 

( ) ( )( )
( ) ( )









≠
−

=

=
.     при  ,

,     при0

jlmesS
jxlx
jxlxK

jl

b
jn

jl  

Теорема 7. Пусть непрерывная на SS ×  функция ( )yxK ,  
удовлетворяет  условию (4) и существует натуральное число 
m  такое, что Syyx ∈′′′∀ ,,  

( ) ( ) ,,,
1
∑
=

′′−′−′′−′≤′′−′
m

j

jjj yxyxyyMyxKyxK γβα         (5) 

где ,10 ≤< jα
 

,0≥jβ  0≥jγ  и ,2−>++ njjj γβα
 mj ,1= .  Тогда 

выражение 

                 ( )( ) ( )( )∑
≠
=

=
N

lj
j

jl
N jxblxB

1
ρ                             (6) 
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в точках ( ) Nllx ,1, = , является кубатурной формулой для ин- 
теграла (3) с непрерывной на S  плотностью ρ , причем спра- 
ведлива следующая оценка: 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]NRNRNRMlxBlxB N

Nl
,lnmax

,1
ρωρ γ +≤−

∞=
, 

где { }n−++−= 2,2,min βηληγ , { } ,min
,1

ηγβαβ −++=
=

jjj
mj

 jmj
αη

,1
min
=

= .                               

Теперь построим кубатурную формулу для прямого значе- 
ния производной акустического потенциала простого слоя и для 
нормальной  производной акустического потенциала двойного 
слоя. Пусть               

( ) ( ) ( )( )








≤−≤≤= +α1
1

,1| NRjxlxNjjPl , 

( ) ( ) ( )( )








>−≤≤= +α1
1

,1| NRjxlxNjjQl  

и ( ) ( ) ( )( )xVxVxVxV 321 ,,)( = ,  где 

( ) ( )3,2,1,)(
),(

)( =∈
∂
Φ∂

= ∫ mSxdSy
x

yx
xV y

S
m

k
m ρ . 

Теорема 8.  Пусть −S поверхность Ляпунова с показателем 
10 ≤<α   и  βρ H∈ , 10 ≤< β . Тогда выражение 

( )( ) =lxV N
m

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )∑
≠
=

×
−

−−−+−−
=

N

lj
j

mm

jxlx
jxlxjxlxikjxlxikjxlxki

1
34

exp1exp
π

 

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )∑

∈ −

−
+×

lQj
jj

mm
j Smesx

jxlx
lxjxmesSjx )(

4 3 ρπ
ρ  

в точках ( ) Nllx ,1, = , является кубатурной формулой для 
( )( )lxVm , причем  
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( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) 







+≤− ++

=

α
β

α
α

ρ
11

,1
max NRNRMlxVlxV N

mm
Nl

,  3,1=m , 

где ρM - положительная постоянная, зависящая лишь от ,S k  и 
.ρ   

Отметим, что методом построения кубатурной формулы для 
прямого значения производной акустического потенциала прос- 
того слоя можно также построить кубатурную формулу и для 
других сингулярных интегралов по поверхности Ляпунова.    

Теорема 9. Пусть −S поверхность Ляпунова с показателем 
10 ≤<α , −)(xρ непрерывно дифференцируемая функция на S  и 

∫ +∞<
Sdiam

dt
t

tgrad
0

),( ρω . 

 Тогда  выражение 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( ) −







∂

Φ−Φ∂
∂

∂
= ∑

≠
=

N

lj
j

j
kN mesSjx

jxn
jxlxjxlx

lxn
lxT

1

0 ,,2 ρρ   

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )( ) +−
−

−−
− ∑

≠
=

j

N

lj
j

mesSlxjx
jxlx

lxnlxjxjxnlxjx
1

5

,,
2
3 ρρ
π


 

( )( ) ( )( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )( ) j
Qj

mesSlxjx
jxlx

jxnlxn

l

∑
∈

−
−

+ ρρ
π 3

,
2
1 

 

в точках ( ),lx Nl ,1= , является кубатурной формулой для 
( )( )xTρ , причем справедливы следующие оценки: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ≤−
=

lxTlxT N

Nl
ρρ

,1
max

 

( )( ) ( )( )















++≤ ∫

+

+
∞∞

α
ρωρρ α

α
α

1
1

))((

0

1
),(NR

dt
t

tgradNRgradNRM    

при 10 <<α , 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ≤−

=
lxTlxT N

Nl
ρρ

,1
max   
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( ) ( )( ) ( )
( )












++≤ ∫∞∞

NR

dt
t

tgradNRgradNRNRM
0

),(ln ρωρρ    

 при 1=α . 
В третьей главе дано обоснование метода коллокации для 

одного класса слабо сингулярных поверхностных интегральных 
уравнений внешних краевых задач для уравнения Гельмгольца. 
Кроме того, построена последовательность, сходящая к точному 
решению исходных краевых задач, и дана оценка погрешности. 
Основные результаты этой главы опубликованы в работах авто- 
ра [1, 2, 3, 10, 14, 17, 19, 20, 22, 25, 26, 29].  

Рассмотрим интегральное уравнение 
                 ,fB =+ ρρ                                        (7) 

где  

( )( ) SxdSy
yx
yxKxB

S
yn ∈

−
= ∫ ,)(),( ρρ , 

−⊂ 3RS поверхность Ляпунова, −n натуральное число, ( )yxK ,   
–непрерывная функция на SS ×  и удовлетворяет условию (4), 
−f заданная непрерывная функция на поверхности S , а ( )−xρ  

искомая непрерывная функция на S .  
Как и ранее, разобьем S  на «регулярные» элементарные   

части 
N

l
lSS

1=
=  и рассмотрим матрицу ( )N

jljl
N bB

1, =
=  с элемента- 

ми  
0=jlb   при jl = ; 

( ) ( )( )
( ) ( ) jnjl mesS

jxlx
jxlxKb

−
=

,   при jl ≠ . 

Пусть −NC пространство N –мерных векторов ( )Τ= N
N

NNN zzzz ,...,, 21 , 

,Cz N
l ∈  ,,1 Nl =  с нормой N

l
Nl

N zz
,1

max
=

= , где запись “ Τa ”  озна- 

чает транспонировку вектора a . Используя кубатурную форму- 
лу (6), интегральное уравнение (7) заменяем системой алгебраи-  
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ческих уравнений относительно −N
lz приближенных значений 

( )( ) Nllx ,1, =ρ , которую запишем в виде 
                     ( ) NNNN fzBI =+ ,                                     (8) 

 где −NI единичный оператор на пространстве NC , fpf NN = , 
а ( ) −→ NN CSCp : линейный ограниченный оператор, определя- 
емый формулой ( )( ) ( )( ) ( )( )( )Τ= Nxfxfxffp N ,...,2,1  и называе- 
мый оператором простого сноса.  

Теорема 10. Пусть ( ) { }0=+ BIKer , функция ( )yxK ,  удов- 
летворяет условиям (4) и (5) и существует натуральное число 
  такое, что 

( ) ( ) SyxxyxyxxxMyxKyxK
j

cba jjj ∈′′′∀−′′−′′′−′≤′′−′ ∑
=

,,,,,
1



, 

где 0,0,10 ≥≥≤< jjj cba  и  ,1,2 =−>++ jncba jjj . Тогда 
уравнения (7) и (8) имеют единственные решения ( )SC∈*ρ  и 

NN Cz ∈* , соответственно, причем 0** →− ρNN pz  при  ∞→N     
с оценкой   

( )( ) ( ) ( )( )[ ]NRfNRNRfMpz NN ,ln** ωρ η +≤−
∞

, 

где { }c,min γη = , { }nbaac −++−= 2,2,min λ , { } acbab jjj
j

−++=
= ,1

min ,  

j
j

aa
,1

min
=

= , 

Пусть −⊂ 3RD ограниченная область с дважды непрерывно 
дифференцируемой границей S . В ранее упомянутой моногра- 
фии Д.Колтона и Р.Кресса доказано, что если функция ( )xu  
имеет нормальную производную в смысле равномерной сходи- 
мости, т.е. предел 

( )
( ) ( ) ( )( )( )xnhxugradxn
xn
xu

h
h


 +=

∂
∂

>
→

,lim
0
0

,  Sx∈ , 
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существует равномерно на S , то решение уравнения Гельмголь- 
ца u , удовлетворяющее условиям излучения, можно предста- 
вить в виде 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) DRxdSyx
yn
yu

yn
yxyuxu

S
yk

k \,,, 3∈








Φ
∂
∂

−
∂
Φ∂

= ∫  .      (9) 

Используя это представление, в работе Бертона и Миллера4 
внешняя краевая задача Дирихле для уравнения Гельмгольца 
приведена к однозначно разрешимому в пространстве ( )SC  при 
любом значении волнового числа 0Im ≥k  интегральному урав- 
нению второго рода 

               ( )fKfiTfLiK −−=−+ ηρηρρ ~ ,                      (10) 
где 

( )( ) ( )
( ) ( )∫ ∂

Φ∂
=

S
y

k dSyf
yn

yxxKf 
,2 ,  Sx∈ , 

( )−∈ SNf заданная функция, а −≠ 0η произвольное действи- 
тельное число, причем 0Re ≥kη . Отметим, что решение уравне- 
ния (10) является нормальной производной в смысле равно- 
мерной сходимости решения внешней краевой задачи Дирихле 
для уравнения Гельмгольца на поверхности S . При этом функ- 
ция 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) DRxdSyxy
yn

yxyfxu
S

yk
k \,,, 3∈









Φ−
∂
Φ∂

= ∫ ρ , 

является решением внешней краевой задачи Дирихле для урав- 
нения Гельмгольца. Кроме того, уравнение (10) имеет то преи- 
мущество, что его решение является решением уравнения мо- 

                                                 
4 Burton, A.J., Miller, G.F. The application of integral equation methods to the 
numerical solution of some exterior boundary–value problems // Proceedings of the 
Royal Society London, – 1971. v. A323, – p. 201–220. 
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ментов, полученным впервые Уотерменом5 для рассеяния элек- 
тромагнитных волн. Запишем уравнение (10) в виде 

                 ( ) ( )( ) ( )( )xBfxAx =+ ρρ ,                             (11) 
где    

( )( ) ( )( ) ( )( )xLixKxA ρηρρ −= ~ ,  Sx∈ , 
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )xfxKfixTfxBf −−= η , Sx∈ . 

Опять–таки разобьем S  на «регулярные» элементарные час- 

ти 
N

l
lSS

1=
= . Тогда выражение  

                      ( ) ( )( ) ( )( )∑
=

=
N

j
jl

N jxalxA
1

ρρ                            (12) 

в точках ( ) Nllx ,1, = , является кубатурной формулой для интег- 
рала ))(( xAρ , где 

0=jla  ,  если jl = , 

( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) jk

k
jl mesSjxlxi

lxn
jxlxa 








Φ−

∂
Φ∂

= ,,2 η ,  если  ,jl ≠  

причем справедлива оценка 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]NRNRNRMlxAlxA N

Nl
,lnmax

,1
ρωρρρ +≤−

∞=
.           

Кроме того, если функция f  непрерывно дифференцируема на 
S  и   

∫ ∞<
d

dt
t

tfgrad
0

),(ω
, 

то выражение 

                     
( ) ( )( ) ( )( )∑

=
=

N

j
jl

N jxfblxBf
1

                            (13) 

                                                 
5 Waterman, P.C. Matrix formulation of electromagnetic scattering // Proceedings 
of the IEEE, – 1965. v.53, – p.805–812. 
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в точках ( ) Nllx ,1, = , является кубатурной формулой для интег- 
рала ( )( )xBf , где 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )

−
−

−−
= ∑

≠
=

j

N

lj
j

ll mesS
jxlx

lxnlxjxjxnlxjxb
1

5
,,

2
3 

π
 

( )( ) ( )( )( )
( ) ( )

η
π

imesS
jxlx

jxnlxn
j

Qj l

+
−

− ∑
∈

3
,

2
1 

   при  Nl ,1= ,

 

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( ) −











∂

Φ−Φ∂
∂

∂
=

jxn
jxlxjxlx

lxn
b k

jl 
,,2 0

 ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )

−
−

−−
− 5

,,
4
3

jxlx
lxnlxjxjxnlxjx 

π
 ( ) ( )( )

( )( ) j
k mesS

jxn
jxlxi 



∂

Φ∂
−

,η    при lPj∈    и  lj ≠ , 

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( )



−








∂

Φ−Φ∂
∂

∂
=

jxn
jxlxjxlx

lxn
b k

jl 
,,2 0

 ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )

+
−

−−
− 5

,,
4
3

jxlx
lxnlxjxjxnlxjx 

π
 

( )( ) ( )( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( )( ) j

k mesS
jxn

jxlxi
jxlx

jxnlxn






∂
Φ∂

−
−

+
,,

4
1

3 η
π


    при  lQj∈ , 

причем 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ≤−

=
lxBflxBf N

Nl ,1
max

 
( ) ( ) ( )( )

.,)(ln
0 











++≤ ∫∞∞

dt
t

tfgradNRfgradNRNRfM
NR ω  

Используя кубатурные формулы (12) и (13), интегральное урав- 
нение (11) заменяем системой алгебраических уравнений отно- 
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сительно −N
lz приближенных значений ( )( ) Nllx ,1, =ρ , которую 

запишем в виде 
              ( ) NNNNN fBzAI =+ ,                               (14) 

 где fpf NN = , ( )N
jljl

N aA
1, =

=   и ( )N
jljl

N bB
1, =

= .      

Теорема 11. Пусть −f непрерывно дифференцируемая фун- 
кция  на S  и 

∫ ∞<
d

dt
t

tgradf
0

),(ω
. 

Тогда уравнения (11) и (14) имеют единственные решения 
( )SC∈*ρ  и NN Cz ∈*  ( )0NN ≥ , соответственно, и

 0** →− ρNN pz  при ∞→N  с оценкой  скорости  сходимости 
 ( ) ( )( )( )NRfgradNRMpz NN ,** ωρ +≤− . 

Следствие 2. Пусть −f непрерывно дифференцируемая 
функция на S  и 

∫ ∞<
d

dt
t

tgradf
0

),(ω
, 

( )Τ= **
2

*
1* ,...,, N

N zzzz  является решением системы алгебраических 
уравнений (14)  и  DRx \3

0 ∈ . Тогда последовательность 
( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )∑∑
==
Φ−

∂
Φ∂

=
N

j
jjk

N

j
j

k
N mesSzjxxmesSjxf

jxn
jxxxu

1

*
0

1

0
0 ,,)( 

 
сходится к значению ( )0xu  решения ( )xu  внешней краевой  зада- 
чи  Дирихле для  уравнения  Гельмгольца в точке 0x , причем 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )NRfgradNRMxuxuN ,00 ω+≤− .               
Приведем обоснование метода коллокации для граничного 

интегрального уравнения смешанной краевой задачи для урав-  
нения Гельмгольца. Пусть −⊂ 3RD ограниченная область с 
дважды непрерывно дифференцируемой границей S , −f задан- 
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ная непрерывная функция на S , −λ заданное число, причем 
( ) 0Im ≥λk , 

( ) ( ) ( ) ( )( ) yxRyxyxyx
yn

yx kk ≠∈Φ−Φ
∂
∂

=Φ ,,,,,2, 3
0 , 

( ) ( )
( ) ( )∫ ∂

Φ∂
=

S
y

k dSy
yn

yxx ρρυ 
,2,1 ,

  
( ) ( ) ( )∫Φ=

S
yk dSyyxx ρρυ ,2,2 ,

 
и ( ) ( )−= ρυψ ,20 xx потенциал простого слоя с плотностью 

( )SC∈ρ  для уравнения Лапласа, т.е.  
( ) ( ) ( )∫Φ=

S
ydSyyxx ρρυ ,2, 020 . 

В работе О.И.Панича6 показано, что функция   
( ) ( ) ( ) DRxxxxu \,,, 3

12 ∈−= ψυµρυ , 
где −µ комплексное число, причем если 0Im =k , то 0Im ≠µ , а 
если 0Im >k , то 0=µ , является решением смешанной краевой 
задачи для уравнения Гельмгольца, если плотность ρ  является 
решением однозначно разрешимого интегрального уравнения                    

                      ϕρρ =+ A ,                                       (15) 
где   

( ) f11 −−= µϕ , 
( ) ( ) ( )( )QLLRGKA µµλµµ 4~22~1 1 −−++−−= − , 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )∫Φ== =
S

yk dSyyxxLxL ρρρ ,2|~
00 , Sx∈ , 

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )∫ ∫ 








Φ

∂
Φ∂

=
S

y
S

t
k dSdStty

xn
yxxG ρρ ,,

0 , Sx∈ , 

( )( ) ( )
( )

( )
( ) ( )∫ ∫ 








∂
Φ∂

∂
Φ∂

=
S

y
S

t dSdSt
yn

ty
xn

yxxR ρρ 
,, 00 , Sx∈ , 

                                                 
6 Панич, О.И. К вопросу о разрешимости внешних краевых задач для                                    
волнового уравнения и для системы уравнений Максвелла // – Москва: 
Успехи математических наук, – 1965. т. 20, №1, – с. 221–226. 
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( )( ) ( )
( ) ( ) ( )∫ ∫ 








Φ

∂
Φ∂

=
S

y
S

t
k dSdStty

yn
yxxQ ρρ ,,

0 ,  Sx∈ . 

Разбивая S  на «регулярные» элементарные части 
N

l
lSS

1=
= , пред- 

положим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )




+






 +−−= ∑∑

==

−
N

m
jmml

N

m
jm

k
ml

k
jljl bbcgba

1

00

1

01 2221 µµ
 

( ) ( ) ( ) ( )










 −−+ ∑

=

N

m
jm

k
mljl

k
jl cecc

1

00 422 µµλ ,
 где 

( ) ( ) ( ) ( ) 0==== k
ll

k
ll

k
ll

k
ll ecgb    при    Nl ,1=  , 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) j

kk
jl mesS

lxn
jxlxb 

∂
Φ∂

=
,

   при    Njl ,1, =   и  jl ≠ , 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) j

kk
jl mesS

lxn
jxlxg 

∂
Φ∂

=
,  при    Njl ,1, =   и  jl ≠ , 

( ) ( ) ( )( ) jk
k
jl mesSjxlxc ,Φ=    при    Njl ,1, =   и  jl ≠ , 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) j

kk
jl mesS

jxn
jxlxe 

∂
Φ∂

=
,  при    Njl ,1, =   и  jl ≠ , 

( ) ( )
0

0

=
=

k

k
jljl bb ,  ( ) ( )

0

0

=
=

k

k
jljl cc ,  ( ) ( )

0

0

=
=

k

k
jljl ee .  

Теорема 12.  Выражение  

                       ( ) ( )( ) ( )( )∑
=

=
N

j
jl

N jxalxA
1

ρρ                            (16) 

в точках ( ) Nllx ,1, = , является кубатурной формулой для 
( )( )xAρ ,  причем справедлива следующая оценка: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]NRNRNRMlxAlxA N

Nl
,lnmax

,1
ρωρρρ +≤−

∞=
. 

Используя кубатурную формулу (16), интегральное уравне- 
ние (15) заменяем системой алгебраических уравнений относи- 
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тельно −N
lz приближенных значений ( )( ) Nllx ,1, =ρ , которую 

запишем в виде 
                ( ) NNNN zAI ϕ=+ ,                               (17) 

 где ( )N
jljl

N aA
1, =

=  и ( ) fp NN 11 −−= µϕ . 

Теорема 13. Уравнения (15) и (17) имеют единственные 
решения ( )SC∈*ρ  и NN Cz ∈* , соответственно, и 

0** →− ρNN pz  при ∞→N  с оценкой      

( ) ( ) ( )( )[ ]NRfNRNRMpz NN ,ln ** ωρ +≤− .     

Следствие 3. Пусть ( )Τ= **
2

*
1* ,...,, N

N zzzz  является решением 
системы алгебраических уравнений (17) и DRx \3

0 ∈  . Тогда 
последовательность

   
 

( )( ) −Φ= ∑
=

N

j
jjkN mesSzjxxxu

1

*
00 ,2)(

 ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )∑ ∑

=
≠
= 















Φ

∂
Φ∂

−
N

j
j

N

jm
m

mm
k mesSmesSzmxjx

jxn
jxx

1 1

*
0

0 ,
,

4 µ  

сходится к значению ( )0xu  решения ( )xu  смешанной краевой за- 
дачи для уравнения Гельмгольца в точке 0x , причем 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]NRNRNRfMxuxuN ln,00 +≤− ω . 
Теперь перейдем к обоснованию метода коллокации для 

систем интегральных уравнений краевой задачи сопряжения для 
уравнения Гельмгольца. Пусть −⊂ 3RD ограниченная область с 
дважды непрерывно дифференцируемой границей S , f  и −g  
заданные непрерывные функции на S , а k , 0k , µ  и −0µ задан- 
ные комплексные числа, причем 0Im ≥k , 0Im 0 ≥k  и 00 ≠+ µµ . 
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Кресс и Роч7 доказали, что комбинация потенциалов простого и 
двойного слоев 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) DRxdSyyxy
yn

yxxu
S

yk
k \,,, 3∈









Φ+
∂
Φ∂

= ∫ ϕµψ , 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) DxdSyyxy
yn

yx
xu

S
yk

k ∈








Φ+
∂

Φ∂
= ∫ ,,

,
0

0
00 ϕµψ , 

с непрерывными плотностями ψ  и ϕ , является решением задачи 
сопряжения, если ψ  и ϕ  являются решениями разрешимой 
единственным образом системы интегральных уравнений   

    

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ,2~~

,2

0000

0
2
0

2
000

gKKTT

fLLKK

−=−−−−+

=−+−++

ϕµµψϕµµ

ϕµµψµµψµµ
            (18) 

где                 

0
|0 kkLL == ,  

0
|0 kkKK == , 

0
|~~

0 kkKK == , 

( )( )( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ) y
kk

S

dSy
yn

yxyx
xn

xTT ψψ 







∂

Φ−Φ∂

∂
∂

=− ∫ 
,,

2 0
0 , Sx∈ .  

На пространстве ( ) ( )SCSC ×   введем оператор                                               










−−
−−

+
=

KKTT
LLKK

A ~~
1

000

0
2
0

2
00

0 µµ
µµµµ

µµ
. 

Тогда систему (18) можно переписать в виде 
                         ( ) hAI =+ ρ ,                                       (19) 

где  −I единичный оператор на ( ) ( )SCSC × ,  









=

ϕ
ψ

ρ ,   







−+

=
g
f

h
0

2
µµ

. 

Следует указать, что ( ) ( )SCSC ×  является банаховым простран- 
ством с нормой  { }

∞∞
= ϕψρ ,max

1 .  

                                                 
7 Kress, R., Roach, G.F. Transmission problems Helmholtz equation // Journal of 
Mathematical Physics, – 1978. v.19, – p.1433–1437. 
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Опять–таки разобьем S  на «регулярные» элементарные 

части 
N

l
lSS

1=
=

 
и пусть ( ) ( ) −→× NN CSCSCp 22 :~ линейный огра- 

ниченный оператор, определяемый формулой 

=







=

ϕ
ψ

ρ NN pp 22 ~~

 
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )Τ= NxxxNxxx ϕϕϕψψψ ...,,2,1,...,,2,1 . 

Рассмотрим  −N2 мерную матрицу ( ) N
jljl

N aA 2
1,

2
=

=   с элементами 

0=jla   при Nl ,1=  , Nj ,1=   и jl = ; 

( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( )( ) 








∂

Φ∂
−

∂
Φ∂

+
=

jxn
jxlx

jxn
jxlxSmes

a kkj
jl 

,, 0
0

0

µµ
µµ

 при Nl ,1=  , 

Nj ,1=  и jl ≠ ; 
0=jla  при Nl ,1= , NNj 2,1+=   и   Njl −= ; 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )NjxlxNjxlx
Smes

a kk
Nj

jl −Φ−−Φ
+

= − ,,
0

2
0

2

0

µµ
µµ

  

при Nl ,1= , NNj 2,1+=   и  Njl −≠ ; 
0=jla   при  NNl 2,1+= , Nj ,1=  и  Njl += ; 

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( ) 







∂

−Φ−−Φ∂

−∂
∂

+
=

jxn
jxNlxjxNlx

Nlxn
Smes

a kkj
jl 

,,
0

0µµ
   

при NNl 2,1+= , Nj ,1=  и  Njl +≠ ; 
0=jla   при NNl 2,1+= , NNj 2,1+=   и jl = ; 

( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( )( ) 








−∂

−−Φ∂
−

−∂

−−Φ∂

+
= −

Nlxn
NjxNlx

Nlxn
NjxNlxSmes

a kkNj
jl 

,,
0

0
0

µµ
µµ

   

при NNl 2,1+= , NNj 2,1+=   и jl ≠ . 

Теорема 14. Пусть ( ) ( )SCSC ×∈







=

ϕ
ψ

ρ . Тогда  выражение 



29 
 

             
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

















+

+

∑∑

∑∑

=
++

=
+

=
+

=

N

j
jNlN

N

j
jlN

N

j
jNl

N

j
jl

jxajxa

jxajxa

1
,

1
,

1
,

1

ϕψ

ϕψ
                    (20) 

в точках ( ) Nllx ,1, = , является кубатурной формулой для 
))(( xAρ , причем справедлива оценка 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]NRNRNRMpAAp NNN ,ln~~

1
222 ρωρρρ +≤− . 

Используя кубатурную формулу (20), систему интеграль- 
ных уравнений (19) заменим системой алгебраических уравне- 
ний относительно ( ) NN

N
NNN Czzzz 22

2
2
2

2
1

2 ,...,, ∈= , являющимся приб- 
лиженным значением ρNp 2~  (здесь N

lz 2 , Nl ,1= , является приб- 
лиженным  значением ( )( )lxψ , а N

lNz 2
+ , Nl ,1=   есть приближен- 

ное значение ( )( )lxϕ ). Эту систему, в свою очередь, запишем в 
виде 

                 ( ) NNNN hzAI 2222 =+ ,                                (21) 
где  hph NN 22 ~=  и −NI 2 единичный оператор на NC 2 . 

Теорема 15.  Пусть  ( ) ( )SCSCh ×∈ .  Тогда  уравнения (19) и 
(21) имеют единственные решения ( ) ( )SCSC ×∈*ρ  и NN Cz 22

* ∈ , 
соответственно, при этом 0~lim *

22
* =−

∞→
ρNN

N
pz  с оценкой ско- 

рости сходимости 
( ) ( ) ( )( )[ ]NRhNRNRMpz NN ,ln~

*
22

* ωρ +≤− . 

Следствие 4. Пусть ( )Τ= *
2

*
2

*
1

2
* ,...,, N

N zzzz  является решени- 
ем системы алгебраических уравнений (21). Тогда последова- 
тельность   

( )( )
( )( ) ( )( )∑

=
+ 







Φ+

∂
Φ∂

=
N

j
jjNkj

kN mesSzjxxz
jxn

jxxxu
1

***
*

* ,,)( µ , DRx /3* ∈ , 

сходится к ( )*xu , а последовательность   
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( )( )
( )( ) ( )( )∑

=
+ 







Φ+

∂

Φ∂
=

N

j
jjNkj

kN mesSzjxxz
jxn

jxx
xu

1

*
*0

**
*0 ,

,
)(

0

0 µ  , Dx ∈* , 

сходится к ( )*0 xu , причем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]NRhNRNRMxuxu N ,ln** ω+≤− , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]NRhNRNRMxuxu N ,ln*0*0 ω+≤− . 
В четвертой главе дан метод аппроксимации в опорных 

точках оператора, обратного к оператору, порожденного нор- 
мальной производной акустического потенциала двойного слоя. 
На основе этого метода исследовано приближенное решение 
одного класса поверхностных интегральных уравнений первого 
рода и гиперсингулярных интегральных уравнений второго рода 
краевых задач для уравнения Гельмгольца проекционными ме-  
тодами. Кроме того, построены последовательности, сходящие  
к точным решениям рассматриваемых краевых задач, и даны 
оценки погрешности. Основные результаты этой главы опубли- 
кованы в работах автора [15, 21, 23, 27, 28, 30, 31]. 

Пусть −⊂ 3RD ограниченная область с дважды непрерывно 
дифференцируемой границей S , а −g заданная непрерывная 
функция на S . В ранее упомянутой книге Д.Колтона и Р.Кресса 
доказано, что потенциал двойного слоя   

( ) ( )
( ) ( )∫ ∂

Φ∂
=

S
y

k dSy
yn

yxxu ϕ
, ,  SRx \3∈ , 

с плотностью ( )SΝ∈ϕ  является решением внутренней и внеш- 
ней краевых задач Неймана для уравнения Гельмгольца, если ϕ  
есть решение гиперсингулярного интегрального уравнения пер- 
вого рода 

                   gT 2=ϕ .                                         (22) 
Отметим, что оператор T  является неограниченным в простран- 
стве ( )SΝ . Однако,  в этой работе показано, что если  0Im >k , 
то при любой правой части ( )SCg∈  гиперсингулярное интег- 
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ральное уравнение (22) однозначно разрешимо в пространстве 
( )SΝ , причем решение  интегрального уравнения (22) имеет вид   

( ) ( ) gKIKIL
11 ~~2
−−

+−−=ϕ . 
Следовательно, оператор 1−T , обратный к оператору T , дается 
соотношением   

( ) ( ) 111 ~~ −−− +−−= KIKILT . 
Как и ранее, разобьем S  на «регулярные» элементарные   

части 
N

l
lSS

1=
= . Пусть  NI   есть −N мерная единичная матрица 

и ( )N
jljl

N kK
1,

~~
=

= , где   

( ) ( )( )
( )( )





≠
∂

Φ∂
=

= .    при     ,2

,    при                0~
jlmesS

lxn
jxlx

jl
k

j
kjl 

  

Лемма 1. Если 0Im >k , то существует обратная матрица    

( ) 1~ −
+ NN KI ,  причем   

( ) +∞<+=
−1

1
~sup NN

N
KIM     

и 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ≤−+ ∑
=

+−

=

N

j
jl

Nl
jxgklxgKI

1

1

,1

~~max
 

( ) ( ) ( )( )[ ]NRgNRNRgM ,ln ω+≤
∞

, 

где −+
jlk~ элемент −l ой строки и −j ого столбца матрицы 

( ) 1~ −
+ NN KI .                                            
Лемма 2. Если 0Im >k , то существует обратная матрица    

( ) 1~ −
− NN KI ,  причем   

( ) +∞<−=
−1

2
~sup NN

N
KIM     

и 
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( )( ) ( )( ) ( )( ) ≤−− ∑
=

−−

=

N

j
jl

Nl
jxgklxgKI

1

1

,1

~~max
 

( ) ( ) ( )( )[ ]NRgNRNRgM ,ln ω+≤
∞

, 

где −−
jlk~ элемент −l ой строки и −j ого столбца матрицы 

( ) 1~ −
− NN KI .          
Пусть 

( ) ( )( )



≠Φ
=

=
.     при     ,2

,     при 0
jlmesSjxlx

jl
f

jk
jl  

Теорема 16.  Если 0Im >k , то выражение 

( )( ) ( )( )∑ ∑ ∑
= = =

+−














−=

N

j

N

n

N

m
mnnjjl

N mxgkkflx
1 1 1

~~2ϕ  

является приближенным значением решения ( )xϕ  уравнения 
(22) в точках ( ) Nllx ,1, = , причем   

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]NRgNRNRgMlxlx N

Nl
,lnmax

,1
ωϕϕ +≤−

∞=
. 

Следствие 5.  Пусть 0Im >k ,  

( )( ) ( )( )∑ ∑ ∑
= = =

+−














−=

N

j

N

n

N

m
mnnjjl

N mxgkkflx
1 1 1

~~2ϕ  

 и  Dx ∈0  ( DRx \3
0 ∈ ). Тогда последовательность 

( )( )
( )( ) ( )( )∑

= ∂
Φ∂

=
N

l
l

Nk
N mesSlx

lxn
lxxxu

1

0
0

,)( ϕ  

сходится к значению ( )0xu   решения ( )xu  внутренней (внешней) 
краевой  задачи Неймана для  уравнения  Гельмгольца в точке 

0x , причем 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]NRgNRNRgMxuxuN ,ln00 ω+≤−

∞
. 

Теперь исследуем приближенное решение граничного интег- 
рального уравнения первого рода внутренней и внешней крае- 
вых задач Дирихле для уравнения Гельмгольца. Пусть −⊂ 3RD  
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ограниченная область с дважды непрерывно дифференцируемой 
границей S , а −f заданная непрерывная функция на S . В ранее 
упомянутой книге Д.Колтона и Р.Кресса показано, что потенци- 
ал простого слоя 

( ) ( ) ( )∫Φ=
S

yk dSyyxxu ϕ, , SRx \3∈ , 

с непрерывной плотностью ϕ  является решением внутренней и 
внешней краевых задач Дирихле, если ϕ  является решением 
интегрального уравнения  

                      fL 2=ϕ .                                         (23) 
Следует указать, что оператор 1−L , обратный компактному опе- 
ратору L , является неограниченным в пространстве ( )SΝ . 
Однако, в этой книге показано, что если 0Im >k , то при любой 
правой части ( )Sf Ν∈  уравнение (23) имеет единственное ре-  
шение, причем решение интегрального уравнения (23) имеет вид   

                  ( ) ( ) fKIKIT 112 −− +−−=ϕ .                           (24) 
Однако теорема 4 показывает, что если ( )SJg 1∈ , то потенциал 
двойного слоя с плотностью g  имеет непрерывную производ- 
ную, где через ( )SJ1  обозначено пространство непрерывно диф- 
ференцируемых функций g  на S , для которых  

∫ +∞<
Sdiam

dt
t

tggrad
0

),(ω . 

Как видно, использование представления (24) для исследования 
приближенного решения уравнения (23) неудобно в том смысле, 
что дополнительно приходится проверять выполнение условия 

( ) ( ) ( )SJfKIKI 1
11 ∈+− −− . 

Поэтому необходимо получить другое представление для реше- 
ния уравнения (23). Если 0Im >k , то оператор   

( ) ( ) 111 ~~ −−− +−−= KIKILT  
представляет собой обратный оператор к T , следовательно, 
обратный оператор 1−L  определяется соотношением    
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( ) ( ) TKIKIL
111 ~~ −−− +−−= . 

Тогда решение уравнения (23) имеет вид  
( ) ( ) TfKIKI

11 ~~2
−−

+−−=ϕ . 

Разбивая S  на «регулярные» элементарные части 
N

l
lSS

1=
= , 

предположим                      
( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )
−

−

−−
= ∑

≠
=

j

N

lj
j

ll mesS
jxlx

lxnlxjxjxnlxjxt
1

5
,,

2
3 

π
 

( )( ) ( )( )( )
( ) ( ) j

Qj
mesS

jxlx
jxnlxn

l

∑
∈ −

− 3
,

2
1 

π
  при   Nl ,1= ; 

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( )



−







∂

Φ−Φ∂
∂

∂
=

jxn
jxlxjxlx

lxn
t k

jl 
,,2 0  

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) jmesS

jxlx
lxnlxjxjxnlxjx







−

−−
− 5

,,
2
3 

π
  при ljPj l ≠∈ , ; 

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( )



+








∂

Φ−Φ∂
∂

∂
=

jxn
jxlxjxlx

lxn
t k

jl 
,,

2 0

 ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )

−
−

+ 3
,

2
1

jxlx
jxnlxn 

π
 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) jmesS

jxlx
lxnlxjxjxnlxjx







−

−−
− 5

,,
2
3 

π
  при   lQj∈ .  

Теорема 17.  Пусть 0Im >k  и ( )SJf 1∈ . Тогда выражение  

( )( ) ( )( )∑ ∑ ∑
= = =

+−














−=

N

j

N

n

N

m
mnnjjl

N mxftkklx
1 1 1

~~2ϕ  

в точках ( ) Nllx ,1, = , является приближенным значением реше- 
ния )(xϕ   уравнения (23), причем   
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( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ++≤−
=

NRfgradNRMlxlx N

Nl
,max

,1
ωϕϕ  

( )
( )

( ) 




++ ∫∫

Sdiam

NR

NR

dt
t

tfgradNRdt
t

tfgrad
2

0

),(),( ωω . 

Следствие 6.  Пусть 0Im >k , ( )SJf 1∈ ,    

( )( ) ( )( )∑ ∑ ∑
= = =

+−














−=

N

j

N

n

N

m
mnnjjl

N mxftkklx
1 1 1

~~2ϕ  

 и  Dx ∈0  ( DRx \3
0 ∈ ). Тогда последовательность 

( )( ) ( )( )∑
=
Φ=

N

l
l

N
kN mesSlxlxxxu

1
00 ,)( ϕ

 
сходится к значению ( )0xu  решения ( )xu  внутренней (внешней) 
краевой задачи Дирихле для уравнения Гельмгольца в точке 0x , 
причем 

( ) ( ) ( ) ( )( )[ ++≤− NRfgradNRMxuxuN ,00 ω
 ( )

( )
( ) 





++ ∫∫

Sdiam

NR

NR

dt
t

tfgradNRdt
t

tfgrad
2

0

),(),( ωω . 

Теперь перейдем к обоснованию метода коллокации для ги- 
персингулярных интегральных уравнений второго рода для 
внешней краевой задачи Неймана и для краевой задачи уравне- 
ния Гельмгольца с импедансным условием. 

Пусть −⊂ 3RD ограниченная область с дважды непрерывно 
дифференцируемой границей S , а −g заданная непрерывная 
функция на S . Используя представление (9), в ранее упомяну- 
той книге Д.Колтона и Р.Кресса внешняя краевая задача Нейма- 
на приведена к однозначно разрешимому в пространстве ( )SΝ  
гиперсингулярному интегральному уравнению второго рода   

     ( )gKgigLTiK ~+−−=−− ηψηψψ ,                     (25) 
где −≠ 0η произвольное действительное число, причем 

0Re ≥kη . Отметим, что решение уравнения (25) является гра- 



36 
 

ничным значением решения внешней  краевой задачи Неймана 
для уравнения Гельмгольца на S . При этом функция                                     

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )∫









Φ−
∂
Φ∂

=
S

yk
k dSyxyg

yn
yxyxu ,,

ψ , DRx \3∈ , 

является решением внешней краевой задачи Неймана, если 
( )SΝ∈ψ  является решением гиперсингулярного интегрального 

уравнения (25). Кроме того, решение уравнения (25) является   
решением уравнения метода нулевого поля, полученное Уотер- 
меном8 для рассеяния акустических волн. 

Пусть волновое число 0k  не совпадает с собственным значе-                  
нием  внутренних задач Дирихле или Неймана  (для этого доста- 
точно выбрать  любое  значение 0k  с 0Im 0 >k ). В дальнейшем, 
обозначим индексом нуль то обстоятельство, что параметр  k , 
входящий в операторы K~ , L  и T , равен значению 0k . Посколь- 
ку оператор 

( ) ( ) ( ) ( )SSCKIKILA Ν→+−−=
−−

:~~ 1
0

1
000  

представляет собой обратный оператор к ( ) ( )SCST →Ν:0 , то, 
проведя регуляризацию, уравнение (25) можно преобразовать к 
эквивалентному виду 

                       BgA =+ ψψ ,                                     (26) 
причем полученное уравнение рассматривается в пространстве 
( )SC , где 

( )( )ψη
η

ψ ITTiKA
i

A −−+= 00
1 ,  ( )( )gKIiLA

i
Bg ~1

0 ++= η
η

.  

Пусть S  разбита на «регулярные» элементарные части 


N

l
lSS

1=
=

 
и   

                                                 
8 Waterman, P.C. New formulation of acoustic scattering // The journal of the 
acoustical society of America, – 1969. v.45, – p.1417–1429. 
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0
|0

kkjljl ff == , Njl ,1, = , 

1−=llc   при  Nl ,1= , 

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( ) +
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Φ−Φ∂

∂
∂

= j
kk

jl mesS
jxn

jxlxjxlx
lxn
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,,

2 0η  

( ) ( )( )
( )( ) j

k mesS
jxn

jxlx


∂
Φ∂

+
,2   при  Njl ,1, = ,  jl ≠ , 

ηig ll =   при  Nl ,1= , 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) j

k
kjl mesS

lxn
jxlxijxlxg 








∂

Φ∂
+Φ= 

,,2 η  

при  Njl ,1, = ,  jl ≠ . 
Теорема 18.  Выражение  

                       ( ) ( )( ) ( )( )∑
=

=
N

j
jl

N jxalxA
1

ψψ                                (27) 

в точках ( ) Nllx ,1, = , является кубатурной формулой для 
( )( )xAψ , причем   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]NRNRNRMlxAlxA N

Nl
,lnmax

,1
ψωψψψ +≤−

∞=
, 

где 

∑ ∑ ∑
= = =

+−






















−=

N

n

N

m

N

t
jttmmnnljl ckkf

i
a

1 1 1

0 ~~1
η

,  Njl ,1, = . 

Теорема 19.  Выражение  

                     ( ) ( )( ) ( )( )∑
=

=
N

j
jl

N jxgblxBg
1

                             (28) 

 в точках ( ) Nllx ,1, = , является кубатурной формулой для 
( )( )xBg , причем   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]NRgNRNRgMlxBglxBg N

Nl
,lnmax

,1
ω+≤−

∞=
, 

где 



38 
 

∑ ∑ ∑
= = =

+−






















−=

N

n

N

m

N

t
jttmmnnljl gkkf

i
b

1 1 1

0 ~~1
η

,  Njl ,1, = . 

Используя кубатурные формулы (27) и (28), уравнение (26) 
заменяем системой алгебраических уравнений относительно 

−N
lz приближенных значений ( )( ) Nllx ,1, =ψ , которую запишем 

в виде 
                      ( ) NNNNN gBzAI =+ ,                               (29) 

 где  ( )N
jljl

N aA
1, =

= , ( )N
jljl

N bB
1, =

=  и gpg NN = . 

Теорема 20. Уравнения (26) и (29) имеют единственные 
решения ( )SC∈*ψ  и NN Cz ∈* , соответственно, при этом 

0** →− ψNN pz   при  ∞→N  с оценкой скорости сходимости    

( ) ( ) ( )( )[ ]NRgNRNRgMpz NN ,ln** ωψ +≤−
∞

. 

Следствие 7. Пусть ( )Τ= **
2

*
1* ,...,, N

N zzzz  является решением 
системы алгебраических уравнений (29) и DRx \3

0 ∈  . Тогда 
последовательность 

( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )∑∑

==
Φ−

∂
Φ∂

=
N

j
jk

N

j
jj

k
N mesSjxgjxxmesSz

jxn
jxxxu

1
0

1

*0
0 ,,)( 

 
сходится к значению ( )0xu  решения ( )xu  внешней краевой зада- 
чи Неймана для уравнения  Гельмгольца в точке 0x , причем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]NRgNRNRgMxuxuN ,ln00 ω+≤−
∞

.   
Пусть −⊂ 3RD ограниченная область с дважды непрерывно 

дифференцируемой границей S , а f  и −g заданные непрерыв- 
ные функции на S . В ранее упомянутой книге Д.Колтона и 
Р.Кресса показано, что комбинация потенциалов простого и 
двойного слоев   

( ) ( ) ( )
( ) ( )∫









∂
Φ∂

+Φ=
S

y
k

k dSy
yn

yxiyxxu ϕη 
,, , DRx \3∈ , 
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где −≠ 0η произвольное вещественное число, причем 
0Re ≥kη , является решением краевой задачи для уравнения 

Гельмгольца с импедансным условием, если плотность −ϕ есть 
решение гиперсингулярного интегрального  уравнения  

 ( ) ( ) gLfKfiTiKfi 2~1 −=+++−− ϕηηϕη .              (30) 
Пусть 0Im 0 >k . Тогда уравнение (30) можно преобразовать 

к эквива- лентному виду 
                 gBA ~~

=+ ϕϕ ,                                       (31) 
причем  полученное  уравнение  рассматривается в пространстве 
( )SC  , где 

( ) ( )( )[ ]ϕηηη
η

ϕ LfKfiTTiKIfiA
i

A ++−+−−−= 00
~11~ , 

   gA
i

gB 0
2~
η

= . 

Как и ранее разобьем S  на «регулярные» элементарные 

части 
N

l
lSS

1=
= и пусть     

( )( )lxfic ll η−=1~     при   Nl ,1= ;         
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( ) −







∂

Φ−Φ∂

∂
∂

−= j
kk

jl mesS
jxn

jxlxjxlx
lxn

ic 
,,

2~ 0η  

( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) −
∂

Φ∂
−

∂
Φ∂

− j
k

j
k mesS

jxn
jxlx

lxfimesS
lxn

jxlx


,
2

,
2 η    
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1 1
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η

,   Njl ,1, = . 

Тогда выражения  
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                    ( ) ( )( ) ( )( )∑
=

=
N

j
jl

N
jxgblxgB

1

~~ ,                           (32) 

                    ( ) ( )( ) ( )( )∑
=

=
N

j
jl

N
jxalxA

1

~~ ϕϕ                            (33) 

в точках ( ) Nllx ,1, = , являются кубатурными формулами для 
( )( )xgB~  и ( )( )xAϕ~ , соответственно, причем   

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]NRNRgNRgMlxgBlxgB
N

Nl
ln,~~max

,1 ∞=
+≤− ω , 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ≤−
=

lxAlxA
N

Nl
ϕϕ ~~max

,1  
( )( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]NRNRNRfNRM ln,,

∞∞
++≤ ϕωϕϕω . 

Используя кубатурные формулы (32) и (33), уравнение (31) за- 
меняем системой алгебраических уравнений относительно −N

lz  
приближенных значений  ( )( ),lxϕ  Nl ,1= ,  которую  запишем  в 
виде 

                  ( ) NNNNN gBzAI ~~
=+ ,                               (34) 

 где  ( )N
jljl

N aA
1,

~~
=

= , ( )N
jljl

N bB
1,

~~
=

=  и gpg NN = . 

Теорема 21. Уравнения (31) и (34) имеют единственные 
решения ( )SC∈*ϕ  и NN Cz ∈* , соответственно, при этом 

0** →− ϕNN pz  при ∞→N  с  оценкой  скорости  сходимости    

( )( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]NRNRNRfNRgMpz NN ln,,** ++≤− ωωϕ . 

Следствие 8.  Пусть  ( )Τ= **
2

*
1* ,...,, N

N zzzz   является  решением  
системы алгебраических уравнений (34)  и DRx \3

0 ∈  . Тогда 
последовательность   
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сходится к значению ( )0xu  решения ( )xu  краевой задачи для  
уравнения Гельмгольца с импедансным условием в точке 0x , 
причем 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]NRNRNRfNRgMxuxu N ln,,00 ++≤− ωω . 
 

Выводы 
Диссертационная работа посвящена исследованию проекци- 

онно–сеточными методами приближенных решений поверхност- 
ных интегральных уравнений краевых задач для уравнения   
Гельмгольца. 

Основные результаты диссертации состоят в следующем:  
1. Доказана ограниченность оператора, порожденного пря- 

мым значением производной акустического потенциала просто- 
го слоя в обобщенных пространствах Гельдера. 

2. Дана практичная формула для вычисления производной 
акустического потенциала двойного слоя и доказана ограничен- 
ность оператора, порожденного производной акустического по- 
тенциала двойного слоя в обобщенных пространствах Гельдера. 

3. Построена кубатурная формула для одного класса слабо 
сингулярных поверхностных интегралов. 

4. Дан метод построения кубатурной формулы для поверх- 
ностного сингулярного интеграла, и на основе этого метода пос- 
троена кубатурная формула для прямого значения производной 
акустического потенциала простого слоя и для нормальной 
производной акустического потенциала двойного слоя. 

5. Дано обоснование метода коллокации для одного класса 
слабо сингулярных поверхностных интегральных уравнений 
внешних краевых задач для уравнения Гельмгольца. 

6. Дано обоснование метода коллокации для системы по- 
верхностных интегральных уравнений краевой задачи сопряже- 
ния для уравнения Гельмгольца. 

7. Дан метод аппроксимации в опорных точках оператора, 
обратного к оператору, порожденному нормальной производной 
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акустического потенциала двойного слоя. На основе этого мето- 
да исследовано приближенное решение одного класса гиперсин- 
гулярных поверхностных интегральных уравнений первого и 
второго рода.   
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