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İŞİN ÜMUMİ XARAKTERİSTİKASI 

Mövzunun aktuallığı və işlənmə dərəcəsi. Örtuklər müasir 

texnikada-nüvə reaktorlarında, kosmik aparatlarda, aviasiyada, raket-

qayırmada, gəmiqayırmada, rezervuarların hazırlanmasında, tikintidə 

geniş istifadə edilən konstruksiyalardır. Örtuklərin hesbatı zamanı 

müxtəlif hipotezlər əsasında qurulmuş tətbiqi nəzəriyyələrdən istifa-

də edilir. Həmin nəzəriyyələrin tətbiq olunma oblastlarının təyini və 

yeni tətbiqi nəzəriyyələrin yaradılması zərurəti örtüklərin elastikiyyət 

nəzəriyyəsi tənlikləri əsasında öyrənilməsini tələb edir. Örtüklərin 

gərginlik-deformasiya vəziyyətinin elastikiyyət nəzəriyyəsi tənlikləri 

əsasında tədqiqi cətin riyazi məsələlərdir. Örtüklər üçün üçölçülü 

məsələlərin həlli üsulları A.Byuffler, K.Fridrixs, R.Dressler, 

İ.İ.Voroviç, Y.A.Ustinov, A.L.Qoldenveyzer, V.A.Lomakin, 

V.P.Plevako, M.F.Mehdiyev, S.D.Əkbərov və digər alimlərin 

işlərində verilmişdir.  

Tədqiqatın obyekti və predmeti. Kiçik qalınlıqlı radial qey-

ri-bircins transversal-izotrop sferik örtüyün gərginlik-deformasiya 

vəziyyətinin elastikiyyət nəzəriyyəsi tənlikləri əsasında tədqiqi. 

Tədqiqatın məqsəd və vəzifələri. Elastikiyyət nəzəriyyəsinin 

tənlikləri əsasında elastiklik modulları radiusa nəzərən xətti qanunla 

dəyişən və 0 ,   polyuslarının daxil olmadığı radial qeyri-bircins 

transversal-izotrop sferik örtüyün gərginlik-deformasiya vəziyyətinin 

xarakterini müəyyən etmək; yerdəyişmə vektoru və  gərginlik tenzo-

ru komponentlərini hesablamaq üçün  asimptotik ifadələr almaq; yan 

səthi yükdən azad transversal-izotrop sferik örtük üçün elastikiyyət 

nəzəriyyəsinin oxa nəzərən simmetrik dinamik məsələsini tədqiq et-

mək; transversal-izotrop sferik örtüyün burulma rəqsi məsələsinin 

dəqiq və asimptotik həllərini qurmaq.         

Tədqiqatın metodları. Tədqiqatın metodikası elastikiyyət nə-

zəriyyəsi tənliklərinin asimptotik inteqrallanması və bircins həllər 

üsullarına əsaslanır. 

Müdafiəyə çıxarılan əsas müddəalar. 

- Radial qeyri-bircins transversal-izotrop sferik örtük üçün elasti-

kiyyət nəzəriyyəsinin oxa nəzərən simmetrik məsələlərinin tədqiqi. 
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- Radial qeyri-bircins transversal-izotrop sferik örtük üçün  

burulma məsələsinin  tədqiqi. 

         - Transversal-izotrop sferik örtüyün materialının qeyri-bircinsli-

yinin gərginlik-deformasiya vəziyyətinə təsirinin qiymətləndirilməsi. 

- Transversal-izotrop sferik örtük üçün elastikiyyət nəzəriyyəsi-

nin oxa nəzərən simmetrik dinamik məsələsinin tədqiqi.    

- Sonlu və yüksək tezlikli rəqslər üçün  gərginlik-deformasiya 

vəziyyətini hesablamağa imkan verən asimptotik ifadələrin təyini. 

- Transversal-izotrop sferik  örtüyün burulma rəqsi məsələsinin 

tədqiqi.       

Tədqiqatın elmi yeniliyi. Dissertasiyada alınan əsas nəticələr 

aşağıdakılardan ibarətdir: 

- 0 ,   polyuslarının daxil olmadığı və yan səthi yükdən  

azad radial qeyri- bircins transversal-izotrop sferik örtük üçün elasti-

kiyyət nəzəriyyəsinin oxa nəzərən simmetrik məsələsi öyrənilmişdir. 

Məsələnin dəqiq və asimptotik həlləri qurulmuşdur. Yerdəyişmə vek-

toru və gərginlik tenzoru komponentləri üçün asimptotik ifadələr 

alınmışdır. Bircins həll adlanan, tarazlıq tənliklərinin yan səthdə 

verilmiş bircins sərhəd şərtlərini ödəyən bütün həlləri təyin 

edilmişdir. Bircins həllin sferik örtüyün const  kəsiyində təsir 

edən gərginliklərin baş vektoruna ekvivalent olan yayılan həll, sadə 

sərhəd effekti və sərhəd layı xarakterli həllərin cəmindən ibarət oldu-

ğu göstərilmişdir. Həmin həllərin təyin etdiyi gərginlik-deformasiya 

vəziyyətinin xarakteri öyrənilmişdir. Sferik örtüyün oturacaqlarında 

(konik kəsiklərdə) lokallaşan sərhəd layı xarakterli həllin oblastın da-

xilinə yayılaraq  oturacaqlardan uzaq məsafədə gərginlik-deformasi-

ya vəziyyətini dəyişə biləcəyinin mümkünlüyü müəyyən edilmişdir.    

- 0 ,   polyuslarının daxil olmadığı və yan səthi bağlanmış ra-

dial qeyri- bircins transversal izotrop sferik örtük üçün elastikiyyət 

nəzəriyyəsinin oxa nəzərən simmetrik məsələsinə baxılmışdır. Bir-

cins həllin yalnız konik kəsiklərdə lokallaşan və qeyri- bircins trans-

versal-izotrop lövhələr üçün Sen-Venan sərhəd effektinə ekvivalent 

olan sərhəd layı xarakterli həlldən ibarət olduğu göstərilmişdir.       

- Sferik örtüyün yan səthi gərginlikdən azad olduqda və sferik 

örtüyün yan səthi bağlandıqda radial qeyri-bircins sferik örtük üçün 
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burulma məsələləri öyrənilmişdir. Örtüyün yan səthi gərginlikdən 

azad olduqda bircins həllin, const  kəsiyində təsir edən gərgin-

liyin burucu momentilə mütənasib olan yayılan həll və konik kəsik-

lərdən uzaqlaşdıqda  eksponensial qanunla sönən  sərhəd layı xarak-

terli həllin cəmindən ibarət olduğu göstərilmişdir.Yan səth bağlan-

dıqda isə burulma məsələsinin yalnız sərhəd layı xarakterli həllə ma-

lik olduğu  müəyyən edilmişdir.   

- Yan səthi yükdən azad transversal-izotrop sferik örtük üçün 

elastikiyyət nəzəriyyəsinin oxa nəzərən simmetrik dinamik məsələsi 

asimptotik inteqrallama üsulu ilə tədqiq edilmiş, sferik örtüyün sonlu 

və yüksək tezlikli rəqsləri öyrənilmişdir.Tezliyin müxtəlif qiymətlə-

rində gərginlik-deformasiya vəziyyətini hesablamağa imkan verən 

asimptotik ifadələr alınmışdır.  

- Transversal-izotrop sferik örtüyün yan səthi gərginlikdən azad 

olduqda və yan səth bağlandıqda sferik örtüyün burulma rəqsi məsə-

lələri  tədqiq edilmişdir.   

Tədqiqatın nəzəri və praktiki əhəmiyyəti. Bu iş nəzəri əhə-

miyyət kəsb edir. Örtüklərin tətbiqi nəzəriyyələrinin təsvir edə bilmə-

diyi yeni sinif həllər müəyyən edilmişdir. Alınan asimptotik düsturlar 

vasitəsilə transversal-izotrop sferik örtüyün üçölçülü gərginlik-defor-

masiya vəziyyətini hesablamaq, sferik örtük üçün mövcud olan müx-

təlif tətbiqi nəzəriyyələrin tətbiq olunma oblastlarını qiymətləndir-

mək və daha dəqiq yeni tətbiqi nəzəriyyələr qurmaq olar. 

İşin aprobasiyası və tətbiqi. Dissertasiyanın nəticələri pro-

fessor Y.Əmənzadənin 100 illiyinə həsr olunmuş ”Mexanikanın klas-

sik və müasir problemləri” konfransında (Bakı, 2014), “Российская 

наука в современной мире” XLIV Beynəlxalq elmi-praktiki kon-

fransında (Moskva, 2022-ci il 28 fevral), “Молодые ученые 

России” XIV Beynəlxalq elmi-praktiki konfransında ( 2022-ci il 23 

avqust), 7th International conference on Control and Optimization 

with İndustrial Applications  (COİA-2020, Baku,26-28 august 2020) 

Beynəlxalq konfransında, AMEA Riyaziyyat və Mexanika İnstitutu-

nun elmi seminarında məruzə edilib.  

Müəllifin şəxsi töhfəsi. İşdə məsələlərin qoyuluşu istisna   

olmaqla tədqiqatın bütün nəticələri  müəllifə məxsusdur. 

Müəllifin nəşrləri. Azərbaycan Respublikasının Prezidenti 
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yanında AAK–ın tövsiyə etdiyi nəşrlərdə 5 məqalə, 4 konfrans 

materialı çap edilmişdir. 

Dissertasiya işinin yerinə yetirildiyi təşkilatın adı. Disser-

tasiya işi Azərbaycan Respublikası Elm və Təhsil Nazirliyi 

Riyaziyyat və Mexanika İnstitutunun “Deformasiya olunan bərk 

cisim mexanikası” şöbəsində yerinə yetirilmişdir.   

Dissertasiyanın struktur bölmələrinin ayrılıqda həcmi 

qeyd olunmaqla dissertasiyanın işarə ilə ümumi həcmi. 
Dissertasiya işi giriş, iki fəsil, nəticə və istifadə olunan ədəbiy-

yat siyahısından ibarət olmaqla 138 səhifə həcmindədir. Dissertasiya 

işinin ümumi həcmi 233823 işarədir (titul səhifəsi -409 işarə, mündə-

ricat -2447 işarə, giriş-18967 işarə, birinci fəsil-124000 işarə, ikinci 

fəsil -88000 işarə). Dissertasiyada 1 sayda şəkil, 10 sayda qrafik, 98 

adda ədəbiyyat mövcuddur.    

DİSSERTASİYANIN ƏSAS MƏZMUNU 

Girişdə dissertasiya mövzusunun aktuallığı, mövzuya aid elmi iş-

lərin xülasəsi, tədqiqatın məqsədi və işin qısa məzmunu verilmişdir. 

Birinci fəsil “Radial qeyri-bircins transversal-izotrop sferik 

örtük üçün elastikiyyət nəzəriyyəsinin statik məsələləri” adlanır. Bi-

rinci fəsildə elastiklik modulları radiusa nəzərən xətti qanunla dəyi-

şən radial qeyri-bircins kiçik qalınlıqlı transversal-izotrop sferik ör-

tük üçün elastikiyyət nəzəriyyəsinin müxtəlif sərhəd məsələlərinin 

asimptotik və dəqiq həllərinin qurulması şərh edilir.    

1.1-də 0 ,  polyuslarının daxil olmadığı və yan səthi yükdən 

azad  radial qeyri-bircins transversal-izotrop sferik örtük üçün sərhəd 

məsələsinin qoyuluşu verilir.  

Sferik koordinat sistemində  ],;[],;[ 2121   rrr

]2;0[    həcminə malik və 0 ,   polyuslarının daxil olmadığı

radial qeyri-bircins kiçik qalınlıqlı transversal-izotrop sferik örtük 

üçün elastikiyyət nəzəriyyəsinin oxa nəzərən simmetrik məsələsinə 

baxılır.   

         Fərz edilir ki elastiklik modulları radiusa nəzərən 
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tərtibinə malik hamar funksiyalardır.  

(3), (6), (8) məsələsi radial qeyri-bircins transversal-izotrop 

sferik örtüyün burulmasını xarakterizə edir.  

   (1), (2), (4), (5) məsələsinin həlli  
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Lejandr tənliyinin həllidir.  

(10)-u nəzərə almaqla (9)-u (1),(2),(4),(5)-də yazdıqda son  

nəticədə aşağıdakı sərhəd məsələsi alınır: 
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)0(

12
)0(

23
)0(

22
)0(

44
)0(

12
)0(

44   dbbbbdbb   (11)   

  )(2)()0(
44  ddb  

  
















 )(3

4

1 )0(
44

)0(
22

)0(
23

)0(
22

22  dbbbbz  

    ,0)()(3
)0(

12
)0(

44
)0(

23
)0(

22
)0(

44
2   abbabbb       (12)              

,0)(
4

1
)(2)( 2)0(

12
)0(

11 















  dzabab  1   olduqda    (13) 

       ,0)()()()0(
44   dadb  1    olduqda          (14) 

  (11), (12) sisteminin həlli aşağıdakı kimidir:  

  ,)( 42322111
2211 CepCepCepCepeρa
ρεsρεsρεsρεsερ       (15) 

 ,)( 42322111
2211 CeqCehCeqCeheρd
ρεsρεsρεsρεsερ          (16) 

burada )4,1( nCn - ixtiyari sabitlər,  

 ,4
4

1 )0(
44

)0(
23

)0(
22

)0(
22

22)0(
44 bbbbzsbp kk 








  

   ,2 )0(
12

)0(
23

)0(
22

)0(
44

)0(
12

)0(
44 bbbbsbbh kk   

   ,2 )0(
12

)0(
23

)0(
22

)0(
44

)0(
12

)0(
44 bbbbsbbq kk   

ks lar isə   

 














)0(
22

)0(
11

)0(
22

)0(
11

)0(
12

)0(
44

2)0(
12

24)0(
44

)0(
11 2)(

4

1
bbbbbbbzsbb  


)0(

44
)0(

12
)0(

44
)0(

11
)0(

23
)0(

11
)0(

44
)0(

22 452 bbbbbbbb  

 


















)0(
11

)0(
23

)0(
22

)0(
12

)0(
44

22)0(
44

)0(
23 224

4

1
2 bbbbbzsbb  
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


















)0(
44

)0(
22

)0(
23

)0(
22

2 4
4

1
bbbbz  

  02
4

1 2)0(
12

)0(
23

)0(
22

)0(
44

2 







 bbbbz  

bikvadrat tənliyinin kökləridir. 

(15), (16)-nı (13), (14) sərhəd şərtlərində yazdıqda 4321 ,,, CCCC  

sabitlərinə nəzərən alınan bircins xətti tənliklər sisteminin qeyri-trivial 

həllinin varlığından  

   )())((),( 21
2

12111112212222211 ssshDQDQDQDQz   

     0)( 12
2

1122221121121221  ssshDQDQDQDQ          (17) 

xarakteristik tənliyi təyin edilir. Burada   

    2)0(
11

)0(
12

)0(
44

3)0(
44

)0(
11

1 2)1( kk
i

ik sbbbsbbQ  

  












  2)0(

12
)0(

44
)0(

12
2)0(

44
)0(

23
)0(

22
)0(

11
1 )(

4

1
4)1( bbbzbbbbi  

  












 )0(

12
)0(

23
)0(

12
)0(

44
)0(

22
)0(

12
)0(

22
)0(

11
2)0(

22
)0(

11 2
4

1
bbbbbbbbzsbb k  

    ;442)(
)0(

44
)0(

23
)0(

22
)0(

11
)0(

44
)0(

23
)0(

22
)0(

12
2)0(

12 bbbbbbbbb   

   
k

i
kik sbbbsbD )0(

23
)0(

22
)0(

12
12)0(

12 3)1(  

;23
4

1 )0(
12

)0(
23

)0(
22

)0(
22

2 bbbbz 







  

2;1i  və .2;1k  

(17) transendent tənliyi hesabi sayda kz  köklərinə malikdir.  

1.2-də 0  olduqda (17) xarakteristik tənliyinin köklərinin 

təsnifatı aparılır.       

Teorem: 0  olduqda (17) tənliyinin )(z  kökləri çoxluğu 

hesabi çoxluqdur  və  

).,(),()()( 321  zzzz                                   

ayrılışı doğrudur: 

1. )(1 z  çoxluğu 5.1z  köklərindən ibarətdir. 
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2. ),(2 z  çoxluğu )( 2
1

O tərtibinə malik dörd ədəd 

                         


kkk zzz 10
2

1

                            (18) 

köklərindən təşkil edilib.  Burada  

 
;

20

255
;

3

0
2
21

41321
2
20

1

2

14
0

k

kk
z

zz






 
  

 .,,,,
)0(

44
)0(

23
)0(

22
)0(

12
)0(

11 bbbbbii    

3. ),(3 z  çoxluğu )( 1O  tərtibinə malik hesabi sayda 

)(0 



Oz k

k                                    (19) 

 köklərindən ibarətdir. Burada k0 -lar aşağıda qeyd edilən 

transendent tənliklərin kökləridir:  

10.   0,0 2
2
11  bbb   olduqda 

    ,0)(sin)()(sin)( 0212102121  kk gggggggg    (20) 

burada          ;; 2
2
1122

2
111 bbbgbbbg   

    .)(;)(22 1)0(
11

)0(
222

)0(
22

)0(
11

2)0(
12

)0(
12

)0(
44

1)0(
11

)0(
441


 bbbbbbbbbbb  

20. 0,0 2
2
11  bbb  olduqda 

,0)2()2sin( 00  kk sh                       (21) 

burada 

).(

);(

2
2
112

2
2
111





ibbbg

ibbbg




 

30. 2
2
11 ,0 bbb   olduqda 

,02)2sin( 00  kk gg                             (22) 

burada .1bg   

40. 0,0 2
2
11  bbb  olduqda 

    ,0)()()()( 0212102121  kk ggshggggshgg       (23) 
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burada  .; 2
2
1122

2
111 bbbgbbbg   

50. 0,0 2
2
11  bbb  olduqda 

    ,02sin2 00  kksh                      (24) 

burada  

).(

);(

2
2
112

2
2
111





ibbbg

ibbbg




 

60. 2
2
11 ,0 bbb   olduqda 

,02)2( 00  kk ggsh                                (25) 

burada .1bg       

1.3-də (17) xarakteristik tənliyinin yuxarıda təyin edilmiş 

köklərinə uyğun həlləri və (1), (2), (4), (5) məsələsinin  

,),( )3()2()1(
  uuuu                              (26) 

)3()2()1(
),(   uuuu                               (27) 

ümumi həlli qurulur.   

         1.4-də həllərin təsnifatı aparılır və onlara uyğun gərginlik-

deformasiya vəziyyətinin xarakteri müəyyən edilir. Göstərilir ki, 

5.1z  kökünə uyğun həlli sferanın mütləq bərk cisim kimi 

hərəkətini xarakterizə edir. (17) xarakteristik tənliyinin 5.1z  

kökünə uyğun 

,1
2

lncos),()1(




















 ctgBu                       (28) 

,
2

lnsin),()1(

















 


 ctgctgBu                   (29)  

həlli yayılan həlldir və const  kəsiyində təsir edən gərginliklərin 

baş vektoruna ekvivalentdir: 

                  ).2(2 )0(
22

)0(
23  shBbbP                          (30)                

);(2 z  çoxluğuna  daxil olan (18) köklərinə uyğun  
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
























4

1

2

)0(
11

)0(
1222

0

1

12)2( ),()(
2

)(2
1);(

k
kkk mO

b

b
z

e

ee
Mu         

(31) 

           















4

1 1
2
0

21)2( ),()();(
k

k

k

k mO
ez

ee
Mu                  (32) 

həlli sərhəd effekti xarakterli həlldir.  

);(2 z  və );(3 z çoxluqlarına daxil olan köklərə uyğun 

həllərin təyin etdiyi gərginliklər ixtiyari const  kəsiyində öz-özü-

nə tarazlaşandır. 

(28),(29),(31),(32) həlləri kiçik qalınlıqlı qeyri-bircins transver-

sal-izotrop sferik örtüyün daxili gərginlik-deformasiya vəziyyətini tə-

yin edir. Həmin həllərin cəminin   parametrinə nəzərən ayrılışları-

nın birinci hədləri örtüklərin tətbiqi nəzəriyyələrindən alınan həllərlə 

eynidir. );(3 z çoxluğuna daxil olan (19) köklərinə uyğun həllər  

sərhəd layı xarakterinə malikdir və həmin həllər heç bir tətbiqi nəzə-

riyyə ilə təyin edilmir. Sərhəd layı xarakterli həllər sferik örtüyün 

oturacaqlarının (konik kəsiklərin) ətrafında lokallaşır və həmin həllə-

rin birinci həddi qeyri-bircins transversal-izotrop lövhələr nəzəriyyə-

sindəki Sen-Venan sərhəd effektinə ekvivalentdir. Həqiqi k0 -lar 

üçün sərhəd layı xarakterli həllər zəif sönür və həmin həllər oblastın 

daxilinə yayılaraq konik kəsiklərdən uzaq məsafədə gərginlik-defor-

masiya vəziyyətini dəyişir. Bu halda qeyri-bircins transversal-izotrop 

və qeyri-bircins izotrop sferik örtüklərin gərginlik-deformasiya və-

ziyyətləri keyfiyyət etibarı ilə fərqlənirlər. k0 -lar sırf xəyali və 

kompleks qiymətlər aldıqda isə qeyri-bircins transversal-izotrop sfe-

rik örtüyün gərginlik-deformasiya vəziyyəti keyfiyyət etibarı ilə qey-

ri-bircins izotrop sferik örtüyün gərginlik-deformasiya vəziyyəti ilə 

eynidir və onlar yalnız sərhəd layı xarakterli həllərin sönmə sürətləri 

ilə fərqlənirlər . 

)2,1(  jj  konik kəsiklərindən uzaqlaşdıqda sərhəd effekti 

və sərhəd layı xarakterli həllər eksponensial qanunla sönür.  

1.5-də sferik örtüyün oturacaqlarında (konik kəsiklərdə) veril-
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miş (7) sərhəd şərtlərinin ödənilməsi məsələsinə baxılır. (30)-a əsa-

sən yayılan həllə daxil olan B  sabiti P  baş vektoru vasitəsi ilə təyin 

edilir. Sadə sərhəd effekti və sərhəd layı xarakterli həllərə daxil olan  

sabitlərin təyini üçün uyğun olaraq transversal-izotrop qeyri-bircins 

lövhələr nəzəriyyəsindən məlum olan sonlu və sonsuz xətti cəbri 

tənliklər sistemi alınır.                                

1.6-da yan səthi yükdən azad olan, oturacaqlarında isə onu 

tarazlıqda saxlayan sərhəd şərtlərinin verildiyi radial qeyri-bircins 

transversal-izotrop kiçik qalınlıqlı sferik örtüyün (3), (6), (8) burulma 

məsələsi öyrənilir. Məsələnin ümumi həllinin const  kəsiyində 

təsir edən gərginliyin M burucu momenti ilə mütənasib olan yayılan 

həll və konik kəsiklərdə lokallaşan sərhəd layı xarakterli həllin cə-

mindən ibarət olduğu göstərilir. Kiçik qalınlıqlı transversal-izotrop 

qeyri-bircins sferik örtükdə izotrop qeyri-bircins sferik örtükdən 

fərqli olaraq sərhəd layı xarakterli həllin zəif söndüyü və yayılan 

həllə ciddi əlavə etdiyi müəyyən edilir.  

1.7-də radial qeyri-bircins və bircins transversal-izotrop sferik 

örtük üçün sərhəd məsələləri ədədi həll edilməklə, yerdəyişmə vekto-

runun və gərginlik tenzoru komponentlərinin sferik örtüyün radiusu 

boyu paylanması tədqiq edilir. Sferik örtüyün materialının qeyri-bir-

cinsliyinin gərginlik-deformasiya vəziyyətinə təsiri qiymətləndirilir. 

         1.8-də yan səthi bağlanmış, oturacaqlarında (konik kəsiklərdə) 

isə onu tarazlıqda saxlayan sərhəd şərtlərinin verildiyi kiçik qalınlıqlı 

transversal-izotrop radial qeyri-bircins sferik örtük üçün elastikiyyət 

nəzəriyyəsinin oxa nəzərən simmetrik məsələsi öyrənilir. Bircins həl-

lin yalnız sərhəd layı xarakterli həlldən ibarət olduğu göstərilir.  

İkinci fəsil “Transversal-izotrop sferik örtük üçün elastikiyyət nə-

zəriyyəsinin dinamik məsələlərinin asimptotik təhlili” adlanır. İkinci fə-

sildə kiçik qalınlıqlı transversal-izotrop sferik örtük üçün elastikiyyət 

nəzəriyyəsinin dinamik məsələsinin asimptotik təhlili verilir. 

2.1-də sferik koordinat sistemində  

 ]2;0[],;[],;[ 2121   rrr  həcminə malik və 0 ,   

polyuslarının daxil olmadığı kiçik qalınlıqlı transversal-izotrop sferik 

örtük üçün elastikiyyət nəzəriyyəsinin oxa nəzərən simmetrik 

dinamik məsələsinin qoyuluşu şərh edilir.  
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Sferik koordinat sistemində hərəkət tənliyinin yerdəyişmələrlə 

ifadəsi aşağıdakı kimidir : 

 
















2

2

112

2

11
11

2











 u
b

u
b  

    






































1
12 122322122

2

bubbbctg
uu

 

 
 





























2

2

232212

2

1
1









 bbb

u
ctg

u
 

2

2

2






























u
ctgu

u
,                          (33) 

 















2

2

2

2

11

2











 uu
 

  



































 

 


uctgbbctg
uu

b 22
22232

2

22  

   
 

.
1

2
1

1
2

2
2

2

2

2322

2

12









 




















uu
bb

u
b    

(34)
 

Burada 
0

0

r

rr





 - yeni ölçüsüz dəyişən, 

g

A

r

t 44

0

  ölçüsüz 

zaman; 



0

12

2r

rr
 sferik örtüyün qalınlığını xarakterizə edən kiçik 

parametr; 



2

21
0

rr
r  sferik örtüyün orta səthinin radiusu; g  

sferik örtüyün materialının sıxlığı;   1;1 ;  ,,,  uu   

   ,,uu  yerdəyişmə vektorunun komponentləridir.  

Fərz edilir ki, sferik örtüyün yan səthi gərginliklərdən azaddır:   
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





























































































0
1

11

,02
1

1

1

1

12
11

























u
uu

u
uctgu

bu
b

  (35) 

və sferik örtüyün oturacaqlarında (konik kəsiklərdə)    

     2;1,, 21 


sefef i
s

i
s

ss






         (36) 

sərhəd şərtləri verilib (burada   rəqsin tezliyidir). 

(33)-(35) məsələsinin həlli
 

    ,
  iemau         ,

  iemcu                  (37)
 

şəklində axtarılır.  (37)-ni (33)-(35)-də  yazdıqda nəticədə  

     
























4

1
2

1

2 2
2322121111 zbbbabab 




  

 
   

 




























2

2

231222
222

2
1

1
4

1

1

1







bbbza  

      ,0
1

1 12 






 




 cbc                         ( 38) 

   
 

 





























 







 cbbzcc 2

22322
22

1

1
2

4

5

1

2
 

   
 

    ,02
1

1
1

23222

2

12 





 








abbab         ( 39) 

      ,0
4

1
2

1
1

2
1211 



































 czabab         (40) 

       0
1

1




















 cac                     ( 41) 

məsələsi alınır.  
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 2.2-də (38)-(41) məsələsi 0  olduqda sonlu  lar üçün 

asimptotik inteqrallama üsulu ilə öyrənilir. Yerdəyişmə vektorunun 

komponentlərinin amplitud qiymətləri üçün aşağıdakı asımptotik 

ifadələr alınır: 

1)                                 2
2

10 zzzz       

   ,
4

12

1
2

2
01

2)(






















k
kkk

a mOtztTu               (42) 

    ,
2

1
3

)(




k

kk
a

mOtTu                              (43) 

 burada 

  .
4

1

4

3
635

241

43
2

2
2
0 











ttttttz k              (44) 

 (44)-ə əsasən iki ədəd həqiqi və ya iki ədəd sırf xəyali 

kz0 lar təyin edilir. Sırf xəyali  kz0 lar yayılan həlləri təyin edir.    

2)                           


2
2

10
2

1

z ,    

   ),()(2
4

1

2
023

4
02

)(  k
k

kkk
a mOtttBu 



            (45) 

  



4

1

7

2

9

2

023

4

02

)( 2
k

kkk

a tttttBu   

   ,
3

1 2
03

4
02  kkk mOtt 





                       (46) 

burada 

  .223 2
211

2
1231122111

2
2

1
11

4
0  tbbtbbbttbk                (47) 

 

 (47)-dən dörd kompleks kök və ya iki həqiqi, iki sırf xəyali kök təyin 

edilir. Kompleks köklərə örtüklərin statikasındakı sadə sərhəd effektinin 

analoqu olan sönən həll ,həqiqi köklərə isə yayılan həll uyğundur. 
    

3)   

  
kkkz 10

1                            (48) 
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1. 0,0 2
2
11  eee , 

   2,1;1 2
2
1

1
1 


keeeS

k
k  

olduqda yerdəyişmələr üçün  aşağıdakı iki qrup həll alınır : 

a)           

          





1

1020
2
21112

3
02112

1 coscos1
k

kkkk
a SSSbbSSbDu   

         ,coscos 2010
2
11112  kkk mOSSSbb              (49) 

          





1

2010
2
21112

2
1112

2
0

1 cossin1
k

kkkk
a SSSbbSbSDu 

          ,sincos1 2010
2
211

2
111121  kkk mOSSSbSbbS     (50)  

burada k0 -lar    

          0sinsin 0212102121  kk SSSSSSSS              

tənliyinin həlləridir. 

b)   

          





1

2010
2
21112

3
02112

2 sinsin1
k

kkkk
a SSSbbSSbDu   

         ,sinsin 1020
2
11112  kkk mOSSSbb           (51) 

          





1

2010
2
21112

2
1112

2
0

2 sincos1
k

kkkk
a SSSbbSbSDu   

          ,sincos1 1020
2
11112

2
2111  kkk mOSSSbbSbS     (52) 

burada k0  -lar 

          0sinsin 0212102121  kk SSSSSSSS              

tənliyinin həlləridir. 

2. 2
2
11 ,0 eee   ,  

.1eS   

olduqda yerdəyişmələr üçün alırıq:   

a)               

         





1

0
2

111200
2

11
1 coscos2

k
kkkk

a SSbbSSSbQu   
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            ,sincoscossin 0000  kkkkk mOSSSS     (53) 

      



 









1 12

12
2

11
2

111

1

1

k
k

a

b

bSbSb
Qu  

          SSSS kkkk 0000 coscossinsin  

 
 

       ,sincos
1

3
00

120

12
2

111211
42

11 


kkk

k

mOSS
bS

bSbbbSb










         

(54) 

burada  k0 -lar   022sin 00  SS kk   tənliyinin həlləridir.        

b) 
           



1
0

2
111200

2
11

2 sinsin2
k

kkkk
a SSbbSSSbQu   

            ,cossinsincos 0000  kkkkk mOSSSS     (55) 

 

      
   



 









1
00

12

2
1112

2
112 coscos

1

1

k
kkk

a SS
b

SbbSb
Qu   

   
 
  Sb

bSbbbSb
SS

k

kk

012

12
2

111112
42

11
00

1

3
sinsin







  

       ,cossin 00  kkk mOSS                        (56) 

burada  k0  -lar   

        022sin 00  SS kk                                         

tənliyinin həlləridir. 

3. 0,0 2
2
11  eee , 

2
2
1

1
1 )1( eeeS k

k    

olduqda yerdəyişmələr üçün alırıq:   

a)  
          






1

2010
2
11112

3
02112

3 1
k

kkkk
a SchSchSbbSSbDu   

         ,1020
2
21112  kkk mOSchSchSbb                (57) 
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          





1

2010
2
21112

2
1112

2
0

3 1
k

kkkk
a SchSshSbbSbSDu   

          ,1 2010
2
211

2
111121  kkk mOSshSchSbSbbS       (58) 

burada k0  -lar 

          ,00212102121  kk SSshSSSSshSS              

tənliyinin həlləridir. 

b)
          






1

1020
2
21112

3
02112

4 1
k

kkkk
a SshSshSbbSSbDu   

         ,2010
2
11112  kkk mOSshSshSbb               (59) 

          





1

20101
2
11112

2
211

2
0

4 1
k

kkkk
a SchSshSSbbSbDu   

          ,1 10202
2
21112

2
111  kkk mOSchSshSSbbSb       (60) 

burada k0 -lar 

          00212102121  kk SSshSSSSshSS   

tənliyinin həlləridir. 

4. 2
2
11 ,0 eee  ,  

.1eS   

olduqda yerdəyişmələr üçün alırıq:   

a)           
         






1

000
2

1112
3

k
kkkk

a SshSchSSbbQu   

        kkk mOSchSsh  00 ,                    (61) 

      



 









1 12

2
1112

2
113

1

1

k
k

a

b

SbbSb
Qu  

          SchSchSshSsh kkkk 0000  

 
 

       ,
1
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120
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2

111211
42

11 


kkk

k

mOSshSch
bS

bSbbbSb










      

(62) 

burada  k0  -lar  
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  022 00  SSsh kk    

tənliyinin həlləridir. 

b)                





1

000
2

1112
4

k
kkkk

a SchSshSSbbQu   

           ,2 00
2

1100  kkkkk mOSshSshSbSshSch    (63) 

      



 









1 12

2
1112

2
114

1

1

k
k
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b

SbbSb
Qu  

          SshSshSchSch kkkk 0000  

 
 

       ,
1

3
00

012

12
2

1211
42

11 


kkk

k

mOSchSsh
Sb

bSbbSb









    (64) 

burada  k0 -lar   022 00  SSsh kk   tənliyinin həlləridir.  

Qeyd edək ki,   22
1

112
1

112211
2
12121 ,22 bbebbbbbe   -dir. 

(49)-(64) həlləri sərhəd layı xarakterinə malikdir və həmin 

həllər  2;1 jj
 
konik kəsiklərinin ətrafında lokallaşır. Həqiqi 

k0 -lar üçün sərhəd layı xarakterli həllər zəif sönür.  k0 -lar sırf xə-

yali və kompleks qiymətlər aldıqda transversal-izotrop sferik örtüyün 

gərginlik-deformasiya vəziyyəti keyfiyyət etibarı ilə izotrop sferik 

örtüyün gərginlik-deformasiya vəziyyətilə eynidir. 

2.3-də transversal-izotrop sferik örtüyün yüksək tezlikli rəqsi 

məsələsinə baxılır. 0  olduqda  şərtini ödəyən  lar 

üçün (38)-(41) məsələsi tədqiq edilir. 0 olduqda  

a)  , ,0  b)  , ,const c) , ,  

mümkün halları öyrənilir. Yerdəyişmə vektoru və gərginlik tenzoru 

komponentlərinin amplitud qiymətləri üçün asımptotik ifadələr alınır.  

2.4-də sferik örtüyün oturacaqlarında (konik kəsiklərdə) verilmiş 

(36) sərhəd şərtlərinin ödənilməsi məsələsinə baxılır. Göstərilir ki, 

 ,1O       10,, 21     OO  olduqda sabitlərin 

təyini üçün alınan tənliklər sistemi transversal-izotrop sferik örtük üçün 

elastikiyyət nəzəriyyəsinin statik məsələsində alınan sonsuz xətti cəbri 

tənliklər sistemi ilə üst-üstə düşür.    1,    O  olduqda, 
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sabitlərin təyini üçün alınan sonsuz xətti cəbri tənliklər sistemi isə 

elastiki zolaq üçün elastikiyyət nəzəriyyəsinin dinamik məsələsində 

alınan xətti cəbri tənliklər sistemi ilə eynidir. 

2.5-də yan səthi yükdən azad transversal-izotrop sferik örtüyün 

burulma rəqsi məsələsi tədqiq edilir. Yan səthdə verilmiş bircins 

sərhəd şərtlərinin ödənilməsi nəticəsində alınan dispersiya tənliyinin 

köklərinin 0  olduqda )1(O və   şərtini ödəyən tezliklər 

üçün asimptotikası müəyyən edilir. Yerdəyişmə və gərginliklər üçün 

həmin köklərə uyğun asimptotik ifadələr təyin edilir.   

2.6-da yan səthi bağlanmış transversal-izotrop sferik örtüyün 

burulma rəqsi məsələsi öyrənilir. Məsələnın dəqiq və asimptotik həlli 

qurulur.  

NƏTİCƏ 

1. Elastiklik modulları radiusa nəzərən xətti qanunla dəyişən radial qeyri

bircins kiçik qalınlıqlı transversal-izotrop sferik örtüyün yan səthi yük-

dən azad olduqda elastikiyyət nəzəriyyəsinin oxa nəzərən simmetrik

məsələsi öyrənilib. Bircins həllər qurulub və onların təsnifatı aparılıb.

Göstərilib ki bircins həll sferik örtüyün const  kəsiyində təsir edən

gərginliklərin P  baş vektoru ilə  ekvivalent olan yayılan həll, örtüklə-

rin tətbiqi nəzəriyyəsindəki sərhəd effektini müəyyən edən sərhəd ef-

fekti xarakterli həll və sferik örtüyün oturacaqlarının (konik kəsiklərin)

ətrafında lokallaşan sərhəd layı xarakterli həllin cəmindən ibarətdir.

Sferik örtüyün gərginlik-deformasiya vəziyyətinin xarakteri müəyyən

edilib. Yerdəyişmə və gərginliklər üçün asimptotik ifadələr təyin edilib.

2. Sferik örtük üçün mövcud tətbiqi nəzəriyyələrin təsvir edə bilmə-

diyi sərhəd layı xarakterli həllər adlanan yeni sinif həllər müəyyən

edilib. Bəzi sərhəd layı xarakterli həllərin zəif söndüyü və oblastın

daxilinə yayılaraq konik kəsiklərdən uzaq məsafədə gərginlik-de-

formasiya vəziyyətini dəyişə biləcəyi  ğöstərilib.

3. Yan səthi bağlanmış transversal-izotrop radial qeyri-bircins sferik

örtük üçün elastikiyyət nəzəriyyəsinin oxa nəzərən simmetrik

məsələsi öyrənilib. Göstərilib ki, bircins  həllər yalnız sərhəd layı

xarakterli həllərdən ibarətdir.

4. Radial qeyri-bircins və bircins transversal-izotrop sferik örtük

üçün sərhəd məsələləri ədədi həll edilib. Yerdəyişmə vektoru və 
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gərginlik tenzoru komponentlərinin radial istiqamətdə paylanması 

tədqiq edilib. Qeyri-bircinsliyin gərginlik-deformasiya vəziyyətinə 

təsiri qiymətləndirilib.     

5. Sferik örtüyün yan səthi yükdən azad olduqda radial qeyri-bircins 

transversal-izotrop sferik örtüyün burulma məsələsi tədqiq edilib. 

Bircins həllin const  kəsiyində təsir edən gərginliklərin burucu 

momentilə mütənasib olan yayılan həll, konik kəsiklərdən uzaqlaş-

dıqda eksponensial qanunla sönən sərhəd layı xarakterli həllərin 

cəmindən ibarət olduğu və zəif sönən sərhəd layı xarakterli həllin 

mövcudluğu göstərilib.        

6. Sferik örtüyün yan səthi bağlandıqda radial qeyri-bircins transver-

sal-izotrop sferik örtüyün burulma məsələsi tədqiq edilib. Gərgin-

lik-deformasiya vəziyyətinin xarakteri müəyyən edilib.    

7. Asimptotik inteqrallama üsulunun tətbiqilə yan səthi yükdən azad ki-

çik qalınlıqlı transversal-izotrop sferik örtük üçün elastikiyyət nəzə-

riyyəsinin dinamik məsələsi öyrənilib. Sonlu və yüksək tezliklər üçün 

transversal-izotrop sferik örtüyün gərginlik-deformasiya vəziyyətini 

hesablamağa imkan verən asimptotik ifadələr təyin edilib.    

8. Transversal-izotrop sferik örtüyün yan səthi yükdən azad olduqda 

və sferik örtüyün yan səthi bağlandıqda örtüyün burulma rəqsi mə-

sələləri tədqiq edilib. Yan səthdə verilmiş bircins sərhəd şərtlərinin 

ödənilməsi nəticəsində alınan dispersiya tənliklərinin köklərinin 

örtüyün qalınlığını xarakterizə edən parametrin kiçik qiymətlərin-

də sonlu və yüksək tezliklər üçün asimptotikası müəyyən edilib. 

Həmin köklərə uyğun gərginlik tenzorunun komponentləri və yer-

dəyişmə üçün asimptotik ifadələr qurulub.    
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