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İŞİN ÜMUMİ XARAKTERİSTİKASI 

Mövzunun aktuallığı və işlənmə dərərcəsi. Dissertasiya işi  
üçüncü tərtib adi diferensial  operatorların məxsusi və qoşulmuş  
funksiyalar  sistemi üzrə  spektral  ayrılışların yığılmasının tədqiqinə  
həsr olunub. 

Məlumdur ki, adi diferensial operatorların spektral nəzəriyyəsi 
öz əsasını J.Liuvilin, Ş.Şturmun,  həmçinin  daha sonrakı  dövrlərdə    
V.A.Steklovun, Y.D.Tamarkinin, D.Birqofun və başqa riyaziyyatşə-
ların klassik tədqiqatlarından götürür. Bu  tədqiqatlarda müxtəlif  si-
nif sərhəd məsələləri üçün spektral ayrılışların yığılması  və  məxsusi
qiymətlərin asimptotikası məsələləri  öyrənilmişdir.

Uzun  müddət  ərzində  əsas  araşdırma  obyekti özü-özünə 
qoşma diferensial operatorların spektral xassələrinin  öyrənilməsi ol-
muşdur. Buna  baxmayaraq son illərdə riyazi fizikanın bir sıra yeni 
məsələlərinin yaranması, özü-özünə qoşma  olmayan diferensial ope-
ratorların spektral  xassələrinin öyrənilməsinə səbəb olmuşdur. Belə  
məsələyə nümunə olaraq istilikkeçirmə  tənliyini üçün qeyri-lokal  
sərhəd  şərtləri  ilə verilmiş  Bitsadze-Samarski  məsələsini  göstər-
mək olar. 

Özü-özünə qoşma olmayan sərhəd məsələlərinin öyrənilməsin-
də aşkar olmuşdur ki , belə operatorların məxsusi funksiyalar sistemi, 
ümumiyyətlə desək, nəinki 2L sinfində bazis  təşkil  etmir, həm də 

2L sindində tam  olmaya bilər. Ona görə də belə sistemlər qoşulmuş 
funksiyalarla tamamlanmalıdır. Bu məsələlərdə məxsusi və qoşulmuş 
funksiyalar (kök funksiyaları)sistemi, ümumiyyətlə desək, 2L fəza-
sında ortoqonal deyil, nə onun qapalılığı, nə də minimallığı bu fəzada  
bu sistemin bazis təşkil etməsini  təmin etmir. Beləliklə, özü-özünə 
qoşma olmayan məsələlərin tədqiqi yeni yanaşmalar tələb edir.  М.V. 
Keldış  geniş sinif sərhəd  məsələləri üçün xüsusi qurulmuş məxsusi 
və qoşulmuş funksiyalar sisteminin 2L -də  tamlığını göstərmişdir. 

Sonralar diferensial operatorların spektral nəzəriyyəsinin müx-
təlif məsələlərinin öyrənilməsi  M.Stoun, M.V.Keldış, V.B.Lidskoy, 
M.A.Naymark, V.N.Vizitey, A.S.Markus, C.E.Allahverdiyev,
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M.Q.Qasımov, A.P.Kostyuçenko, A.P.Xromov, V.M.Mixaylov, 
Q.M.Keselman, A.M.Kroll, A.A.Şkalikov və digər riyaziyyatçılar  
tərəfindən  davam etdirilmişdir. 

Son  dövrlərdə diferensial operatorların tədqiqi üçün V.A. İlin 
tərəfindən yaradılmışspektral üsul  geniş tətbiq olunur. Onun tərəfin-
dən aydınlaşdırılmışdır ki, sonsuz sayda qoşulmuş  funksiyalar ol-
duqda tamlıq  xassəsindən  fərqli  olaraq bazislik və  birgəyığılma  
xassələri 1) qoşulmuş  funksiyaların seçilməsindən əsaslı asılıdır, 2) 
təkcə sərhəd şərti ilə təyin edilmir, bu xassələr həm də diferensial 
operatorun  əmsallarının  qiymətlərindən asılıdır  və  əmsalların ve-
rildiyi sinifdə onlara edilən kiçik dəyişiklik  belə bu xassələrin dəyiş-
məsinə səbə olur. Beləliklə, bu halda bazislik və birgəyığılma şərtlə-
rini  sərhəd  şərti termini ilə ifadə etmək mümkün olmur. 

Bununla əlaqədar olaraq V.A.İlin məxsusi və qoşulmuş funksi-
yaların yeni şərhini verməklə , bu funksiyaları sərhəd şərtlərindən 
asılı olmayan spektral parametrli uyğun tənliyin requlyar həlli kimi 
qəbul edir. Bu şərh ixtiyari sərhəd şərti ilə (həm lokal, həm də qeyri-
lokal) doğrulmuş sistemlərə , heç bir sərhəd şərti ilə bağlanmayan 
funksiyalar  sisteminə, həm də iki müxtəlif sərhəd məsələsinin məx-
susi və qoşma funksiyalarının alt çoxluqlarının birləşməsindən alınan 
müəyyən sistemlərə baxmağa imkan verir. 

V.A.İlin öz işlərində adi diferensial operatorun məxsusi və qo-
şulmuş funksiyalar sisteminə  baxaraq  müəyyən şərtlər daxilində bir-
gəyığılma, bazislik və kompaktda bazislik (həmçinin komponent üz-
rə birgəyəğılma) teoremlərini isbat etmişdir. Sonralar adi diferensial 
operatorların spektral nəzəriyyəsinin bu və ya digər məsələlərinin 
tədqiqi V.A.İlinin və onun davamçıları V.V.Tixomirovun, İ.S.Lomo-
vun, N.B.Kərimovun, V.D.Budayevin, V.İ.Komornikin, L.V.Kritsko-
vun, N. Lajetiçin, V.M.Qurbanovun və başqalarının işlərində davam  
etdirilmişdir. 

Qeyd edək ki, Şredinger operatorunun  komponenet üzrə mün-
təzəm birgəyığılması V.A.İlinin və V.M.Qurbanovun işlərində araş-
dırılıb. C və pL metrikalarında komponenet üzrə birgəyığılma sürəti-
nin tədqiqi isə V.M.Qurbanov  tərəfindən  aparılmışdır. 
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Şredinger  operatoru  üçün   mütləq  və  müntəzəm yığılma  
məsələləri və  yığılma  sürətinin  qiymətləndirilməsi N. Lajetiçin, 
V.M.Qurbanov  və  R.A.Səfərovun işlərində, Dirak operatoru üçün 
isə V.M.Qurbanov və A.İ.İsmayılovanın işlərində öyrənilmişdir. 

Son dövrlər yığılma və birgəyığılma sürətinin müxtəlif 
xarakteristikadan asılılığı intensiv araşdırılırvə V.M.Qurbanov, 
R.A.Səfərov L.S.Lomov, A.C.Markov,  A.T.Qarayeva tərəfindən 
bəzi mühüm nəticələr alınmışdır. 

Yuxarıda qeyd olunan tədqiqatlara baxmayaraq yüksəktərtib 
diferensial opertorlar üçün kompaktda müntəzəm birgəyığılma sürəti 
və parçada müntəzəm yığılma sürəti məsələləri daha az tədqiq 
olunmuşdur. 

Beləliklə, V.A.İlinin metodu ilə diferensial operatorlar üçün bu 
və ya digər sualların araşdırılması maraq kəsb edir 

Bu dissertasiya işində üçüncü tərtib cəmlənən əmsallı adi 
diferensial operatorun məxsusi funksiyaları üzrə  ( ) 1p,GW 1

p ≥  
sinfindən olan funksiyaların ortoqonal ayrılışlarının mütləq və 
müntəzəm yığılması, müntəzəm yığılma sürətinin qiymətləndirilməsi 
öyrənilir; ( )xP2  əmsalının kəsilməzlik modulunun triqonometrik 
Furye ayrılışı ilə biortoqonal ayrılışın müntəzəm birgəyığılma 
sürətinə təsiri araşdırılır Müxtəlif funksional fəzalardan olan 
funksiyalar üçün ( ( )Gp

ωΗ ,  ( ))G,p
α
θΒ komponent üzrə müntəzəm 

birgəyığılma sürəti tapılır. ( )GW 1
2 sinfindən olan funksiyanın hamar 

əmsallı üçüncü tərtib diferensial operatorun kök funksiyaları üzrə 
biortoqonal ayrılışının mütləq və müntəzəm yığılması öyrənilir, bu 
biortoqonal ayrılışın müntəzəm yığılmasının sürəti tapılır. 

Tədqiqatın məqsəd və vəzifələri. Üçüncü tərtib adi diferensial 
operatorun kök funksiyaları üzrə spektral ayrılışların mütləq və 
müntəzəm yığılma  və kompaktda müntəzəm birgəyığılma  
məsələlərini tədqiq etmək. 

Tədqiqat metodları. İşdə diferensial operatorlar nəzəriyyə-
sinin, funksional  analiz  nəzəriyyəsinin  və  harmonik  analiz  
nəzəriyyəsinin üsullarından istifadə olunmuşdur. 
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Müdafiəyə çıxarılan əsas müddəalar.    
• ( ) ,1p,GW 1

p > ( ),1,0G =  Sobolev siniflərindən olan  funksi-
yaların üçüncü tərtib cəmlənən əmsallı adi diferensial operatorun 
məxsusi funksiyaları üzrə spektral ayrılışlarının [ ]1,0=G parçasında 
mütləq və müntəzəm yığılmasının tədqiqinin nəticələri və bu parçada 
müntəzəm yığılma sürətləri qiymətləndirilməsi.  

• ( ) ),1,0(G,GW)x(f 1
1 =∈ sinfindən olan  funksiyanın üçüncü 

tərtib cəmlənən əmsallı adi diferensial operatorun məxsusi 
funksiyaları üzrə ortoqonal ayrılışının parçada mütləq və müntəzəm 
yığılmasının tədqiqinin nəticələri və bu ayrılışın qalığı  

)(GC metrikasında qiymətləndirilməsi.  
• ( ) ,1p,GLp ≥ sinfindən olan funksiyanın üçüncü tərtib 

cəmlənən  əmsallı adi diferensial operatorun kök funksiyaları üzrə 
spektral ayrılışının triqonometrik ayrılışla kompaktda müntəzəm 
birgəyığılmasının tədqiqinin nəticələri  və )G(B),G(H ,pp

α
θ

ω
 

siniflərindən olan funksiyalar üçün kompaktda müntəzəm 
birgəyığılma sürətinin qiymətləndirilməsi.   

• ( ) ),1,0(G,GW 1
2 = sinfindən olan funksiyanın üçüncü tərtib 

adi diferensial operatorun kök funksiyaları sistemi üzrə biortoqonal 
ayrılışının [ ]1,0=G  parçasında mütləq və müntəzəm yığılmasının 
tədqiqinin nəticələri və  bu parçada müntəzəm yığılma sürətinin 
qiymətləndirilməsi.  

Tədqiqatın elmi yeniliyi. Dissertasiyada aşağıdakı əsas 
nəticələr alınmışdır. 

• ( ) ,1p,GW 1
p > ( ) ,1,0G =  Sobolev siniflərindən olan  funksiya-

ların üçüncü tərtib cəmlənən əmsallı adi diferensial operatorun 
məxsusi funksiyaları üzrə spektral ayrılışlarının [ ]1,0=G parçasında 
mütləq və müntəzəm yığılması araşdırılıb və bu parçada müntəzəm 
yığılma sürətləri qiymətləndirilib. 

• ( ) ,)1,0(G,GW)x(f 1
1 =∈ sinfindən olan funksiyanın üçüncü 

tərtib cəmlənən əmsallı adi diferensial operatorun məxsusi 



7 
 

funksiyaları üzrə ortoqonal ayrılışının parçada mütləq və müntəzəm 
yığılması isbat olunub və bu ayrılışın qalığı  )(GC metrikasında 
qiymətləndirilib. 

• ( ) ,1p,GLp ≥  sinfindən olan funksiyanın üçüncü tərtib 
cəmlənən  əmsallı adi diferensial operatorun kök funksiyaları üzrə 
spektral ayrılışının triqonometrik ayrılışla kompaktda müntəzəm 
birgəyığılması haqqında teorem isbat olunub. )G(B),G(H ,pp

α
θ

ω
 

siniflərindən olan funksiyalar üçün kompaktda müntəzəm birgə-
yığılma sürəti qiymətləndirilib. 

• ( ) ),1,0(G,GW 1
2 =  sinfindən olan funksiyanın üçüncü tərtib 

adi diferensial operatorun kök funksiyaları sistemi üzrə biortoqonal 
ayrılışının [ ]1,0=G parçasında mütləq və müntəzəm yığılması haqqın-
da teoremlər isbat olunub və bu parçada müntəzəm yığılma sürəti 
tapılıb. 

Tədqiqatın nəzəri və praktiki əhəmiyyəti. Dissertasiyada 
alınan nəticələr nəzəri xarakter daşıyır. Alınan nəticələr diferensial 
operatorların spektral nəzəriyyəsində; riyazi fizika məsələlərinin həlli 
zamanı Furye metodunun əsaslandırılmasında və funksiyaların 
akroksimasiyası nəzəriyyəsində istifadə oluna bilər. 

Aprobasiyası və tətbiqi. Dissertasiyanın əsas nəticələri Heydər 
Əliyevin anadan olmasının 90 illiyinə həsr olunmuş Beynəlxalq 
konfransda (Bakı, 2013); AMEA Riyaziyyat və Mexanika İnstitutu-
nun 55 illik yubileyinə həsr olunmuş Beynəlxalq konfransında (Bakı, 
2014); Azərbaycan-Türkiyə-Ukrayna MADEA7 Beynəlxalq konf-
ransda (Bakı, 2015); Əməkdar elm xadimi, professor A.Ş.Həbibzadə-
nin 100 illiyinə həsr olunmuş Respublika konfransında (Bakı, 2016);  
AMEA-nın Riyaziyyat və Mexanika İnstitutunun “Funksional ana-
liz”  (rəhbər, f.r.e.d., prof.H.İ.Aslanov)  və “Diferensial tənlilər” şö-
bələrinin (rəhbər, f.r.e.d, prof.Ə.B.Əliyev) seminarlarında məruzə 
edilmişdir. 

Müəllifin şəxsi töhvəsi. Alınmış bütün nəticə və təkliflər 
müəllifə aiddir. 
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Müəllifin nəşrləri. Dissertasiyanın tam məzmunu müəllifin 10 
elmi işində dərc edilmişdir, əsərlərin siyahısı avtoreferatın sonunda 
verilmişdir. 

Dissertasiya işinin yerinə yetirildiyi təşkilatın adı. Disserta-
siya işi Azırbaycan Milli Elmlər Akademiyasının Riyaziyyat və Me-
xanika İnstitutunun Funksional analiz şöbəsində yerinə yetirilmişdir. 

Dissertasiyanın struktur bölmələrinin ayrılıqda həcmi qeyd 
olunmaqla dissertasiyanın işarə ilə ümumi həcmi. Dissertasiya 
işinin  ümumi həcmi–207693 işarə (titul səhifəsi–320 işarə, 
mündəricat – 2173 işarə, giriş – 50000 işarə, I fəsil –84000 işarə, II 
fəsil–70000, nəticə–1200 işarə). İstifadə olunan ədəbiyyat siyahısı 72 
ədəbiyyatdan ibarətdir. 

 
DİSSERTASİYANIN MƏZMUNU 

 
İşin giriş hissəsində mövzunun aktuallığı əsaslandırılır, 

dissertasiyanın məzmunu ilə bağlı nəticələrin qısa xülasəsi verilir və 
əsas nəticələr şərh olunur. 

Dissertasiya işi giriş hissədən, iki fəsil və ədədbiyyat 
siyahısından ibarətdir. Hər bir fəsil paraqraflara ayrılmışdır. 

Birinci fəsildə cəmlənən əmsallı diferensial operatorun məxsusi 
funksiyaları üzrə ortoqonal ayrılışa aid əsas nəticələr şərh olunur.  

( ) ,1p,GW 1
p ≥  sinfindən olan mütləq kəsilməz funksiyaların bu 

operatorun məxsusi funksiyaları üzrə ortoqonal ayrılılarının mütləq 
və müntəzəm yığılması isbat olunur və bu ayrılışların   müntəzəm 
yığılma sürətləri tapılır; müntəzəm yığılma sürətinə operatorun 
əmsallarının cəmlənmə dərəcələrinin təsiri və ayrılışı öyrənilən 
funksiyanın törəməsinin cəmlənmə dərəcəsinin təsiri tədqiq olunur. 

Paraqraf  1.1-də kompleksqiymətli cəmlənən əmsallı 
         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )uxPuxPuxPuLu 3

1
2

2
1

3 +++= ,   ( )1,0Gx =∈ , 
formal diferensial operatoruna baxılır. Burada 
( ) ( ),GLxP 21 ∈ ( ) ( ) .3,2l,GLxP 1l =∈  
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)(GD  ilə ikinci tərtibə qədər törəmələri  (ikinci tərtib də daxil 
olmaqla) [ ]1,0=G  qapalı parçasında mütləq kəsilməz funksiyalar 
sinfini işarə edək.  L  operatorunun λ  məxsusi ədədinə uyğun 
məxsusi funksiyası eyniliklə sıfır olmayan  və G -də sanki hər yerdə  

0uLu =+ λ  tənliyini ödəyən ixtiyari  ( ) ( )GDxu ∈  funksiyasına 
deyilir.  

Tutaq ki, ( ){ }∞=1nn xu L  operatorunun məxsusi funksiyalarından 

təşkil olunmuş və )G(L2 -də tam ortanormal sistem,  { }∞=1nnλ  uyğun 
məxsusi ədədlər sistemidir və 0Re n =λ  (fərz olunur ki, L  
operatorunun əmsalları ( ){ }∞=1nn xu  sisteminin varlığına imkan verir).  

( ) 3
1

nn iλµ =   , 0Im n ≥± λ ,  işarə edək.  

Əgər ( )xf  funksiyası G -də mütləq kəsilməzdirsə və 
( ) ( )GLxf p∈′  olarsa, onda deyəcəyik ki, ( )xf  funksiyası ( )GWp

1 , 

∞≤≤ p1  sinfinə daxildir. 

( ) ( )GWxf p
1∈  funksiyasının ( ){ }∞=1nn xu  sistemi üzrə spektral 

ayrılışının xüsusi cəmini daxil edək:  

( ) ( ) ,0,xuff,x
n

nn >= ∑
≤

νσ
νµ

ν     ( ) ( ) ( ) .,
1

0
dxxuxfuff nnn ∫==  

( ) ( ) ( )fxxffxR ,, νν σ−=  işarələməsini daxil edək.  
Bu paraqrafda aşağıdakı teoremlər isbat olunur. 
Теorem 0.0.1. Fərz edək ki, ( ) ( ) ;3,2l,GLxP,0)x(P 1l1 =∈≡  

( ) ( ),GWxf 1
p∈  ,1p >  və  

( ) ( )( ) ( ) ,20,|10
2 <≤≤

∞
αµα

nnn ufCxuxf  1n ≥µ ,  (0.0.1)                  

şərti ödənir. Burada ( ) 0>fC  sabiti  ( )xf  funksiyasından 
asılıdır.  
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Onda ( )xf  funksiyasının ( ){ }∞=1nn xu  sistemi üzrə spektral 

ayılışı [ ]1,0=G  parçasında mütləq və müntəzəm yığılır və   

             
( ) ( )

( ) ,Pff

ffCconstf,xRsup

3

2r
1r

r2
1

1

p
2

Gx



′++

+′+




≤

∑
=

−
∞

−

−−

∈

νν

νν βα
ν

      (0.0.2)                      

qiymətləndirilməsi doğrudur. Burada  ,
q
1,

2
1min









=β   

,1qp 11 =+ −−  ,2≥ν  const ( )xf -dən asılı deyil , )(GLp p
⋅=⋅   

Nəticə 0.0.1  Əgər  0.0.1. teoremində ( )xf  funksiyası  
( ) ( ) 010 == ff  şərtini ödəyərsə, onda (0.0.1) şərti ödənir  və  

( ) ;2,,sup ≥′≤ −

∈
νν β

ν p
Gx

fconstfxR  

qymətləndirməsi ödənir. Əgər  ( ) 0=fC  və ya βα −<≤ 20  olarsa, 
onda                                                           

( ) ( ) +∞→= −

∈
νν β

ν ,of,xRsup
Gx

. 

qymətləndirməsi qoğrudur. 
Teorem 0.0.2. Fərz edək ki,  ( ) ( ) ( ) ( ),GLxP,GLxP 1l21 ∈∈  

;3,2l = ( ) ( )GWxf 1
2∈  və (0.0.1) şərti ödənir.  Onda ( )xf  

funksiyasının ( ){ }∞=1nn xu  sistemi üzrə spektral ayılışı [ ]1,0=G  
parçasında mütləq və müntəzəm yığılır və   

( ) ( ) ( )

.2,Pf

fPffCconstf,xRsup

1r

3

2r

r21

221
2
1

2

Gx

≥




+

+′++




≤

∑
=

−
∞

−

−−

∈

ννν

νν α
ν

  (0.0.3) 
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Nəticə 0.0.2.  Əgər Teorem 0.0.2-də  ( ) 0=fC  və ya 

2
30 <≤α  olarsa, onda 

( ) +∞→












=

−

∈
ννν ,of,xRsup 2

1

Gx
. 

qiymıətləndirməsi doğrudur. 
Teorem 0.0.3.Fərz edək ki,  ( ) ( ) ( ) ( ),GLxP,GLxP 1l21 ∈∈  

;3,2l =  ( ) ( ),GWxf 1
p∈   ,21 << p  (0.0.1) şərti ödənilir və 

( ){ }∞=1nn xu  sistemi müntəzəm məhduddur. Onda ( )xf  funksiyasının 

( ){ }∞=1nn xu  sistemi üzrə spektral ayılışı [ ]1,0=G  parçasında mütləq və 
müntəzəm yığılır və  aşağıdakı qiymətləndirmə doğrudur: 

            
( ) ( )

.1qp,2,Pf

fPffCconstf,xRsup

11

2r
1r

r21

p
q
1

21
2
1

2

Gx

=+≥




+

+′++




≤

−−
∞

=

−
∞

−

−−−

∈

∑ µνν

ννν α
ν

  

Nəticə 0.0.3.  Əgər teorem 0.0.3-də ( ) 0=fC  və ya  
120 −−<≤ qα  olarsa, onda   

                                      ( ) +∞→















=

−

∈
ννν ,of,xRsup q

1

Gx
 

qiymətləndirməsi ödənir.  

Qeyd edək ki, oxşar nəticələr ( )xq
dx
dL +−= 2

2

1  Şredinger ope-

ratoru üçün 1),()( ≥∈ rGLxq r - həqiqiqiymətli potensial halı üçün 

N.L,Lajetiçin işlərində )()( 1 GWxf p∈ , ,1>p  ( ) ( ) 010 == ff  
olduqda; V.M.Qurbanovun və R.A.Səfərovun işlərində  

)()( 1 GLxq ∈  -həqiqi və ya kompleks potensial halında 
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)()( 1 GWxf p∈ , ,1≥p  ( ) ( ) 010 == ff  olduqda; V.M.Qurbanovun 
və A.T.Qarayevanın işlərində )(xQ -cəmlənən matris potensialı 

halında  )()( 1
, GWxf mp∈ , 1p ≥  , olduqda alınmışdır. 

Paraqraf 1.2.-də L  operatoruna 0)x(P1 ≡  halında baxılır və 

)()( 1
1 GWxf ∈ , ( )1,0G =  funksiyasının bu operatorun məxsusi 

funksiyaları üzrə ortoqonal ayrılışının mütləq və müntəzəm yığılması 
tədqiq olunur.   

Bu məqsədlə  
               ( ) ( )( ) ( ) πµαµα 4,20,

1

0
2 ≥<≤≤ nnn fCxuxf ;      (0.0.4)                

şərtini ödəyən )()( 1
1 GWxf ∈  funksiyasının Furye əmsalları 

qiymətləndirilir.  Bu qiymətləndirməyə əsaslanaraq bu paraqrafda 
aşağıdakı teorem isbat olunur.  

Теorem 0.0.4. Fərz edək ki, ( )xf  funksiyası  ( )GW 1
1  sinfinə 

daxildir , ( ){ }∞=1nn xu   sistemi müntəzəm məhduddur və (0.0.4) və    

( ) ∞<′∑
∞

=

−−

1

1
1

1 ,
k

kfk ω                          (0.0.5)  

şərtləri ödənir.  
 Onda ( )xf  funksiyasının ( ){ }∞=1nn xu  sistemi üzrə spektral 

ayılışı [ ]1,0=G  parçasında mütləq və müntəzəm yığılır və  aşağıdakı 
qiymətləndirmə doğrudur:  

   
( ) ( )

[ ]
( )

( ) ,2,

,,sup

1

3

2

1
1

1
1

11
1

2

≥


′+′+′

+′+




≤

∑

∑

=

−−
∞

−−
∞

=

−

∈

ννν

ων
ν

α
ν

l
l

l

kGx

fPff

kkffCconstfxR
    (0.0.6)  

Burada  ( )δω ,1 g  ilə ( ) ( )GLxg 1∈  funksiyasının inteqral kəsilməzlik 

moduludur. ( ) ,dxxPP
1

0
l1l ∫=  const  ( )xf -dən asılı deyil . 
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Şturm-Liuvill operatoru üçün oxşar nəticələr əvəllər N.L.Laje-
tiçin, V.M.Qurbanov və  R.A.Səfərovun, A.T.Qarayevanın işlərində  
isbat olunmuşlar. 

Nəticə 0.0.4. Əgər ( ){ }∞=1nn xu  sistemi müntəzəm 

məhduddursa, ( ) ( )GWxf 1
1∈ , ( ) ( ) 010 == ff və ( ) ( ),GHxf 1

α∈′

10 <<α , ( ( )GH α
1  - Nikolski sinfidir), onda 

                                      ( ) αα
ν ν 1,sup fconstfxR

Gx
′≤ −

∈
, 

burada  ( )
α

δ

α

δ
δω ,sup 1

0
11

ggg
>

+= . 

Nəticə 0.0.5. Əgər ( ){ }∞=1nn xu  sistemi müntəzəm məhduddursa, 

( ) ( )GWxf 1
1∈ , ( ) ( ) 010 == ff  və müəyyən  0>β  üçün  

                             ( ) ( ) 0,1ln, 1
1 +→






=′ +− δ

δ
δω βOf  

şərti ödənərsə, onda  ( ) ( ) ∞→= −

∈
ννβν ,lnOf,xRsup

Gx
.                        

Paraqraf 1.3.-də ( )GWxf 1
1)( ∈  spektral ayrılışının mütləq və 

müntəzəmn yığılmasına )(1 xP  əmsalının təsiri öyrənilir və aşağıdakı 
teorem isbat olunur. 

Teorem 0.0.5. Fərz edək ki, ( )xf  funksiyası  ( )GW 1
1  sinfinə 

daxilrdir. ( ){ }∞=1nn xu  sistemi müntəzəm məhduddur, (0.0.4) və 

( ) ∞<′∑
∞

=

−−

1

1
1

1 ,
k

kfk ω ,  ( ) ∞<∑
∞

=

−−

1

1
11

1 ,
k

kPfk ω           (0.0.7) 

şərtləri ödənir.  
Onda ( )xf  funksiyasının ( ){ }∞=1nn xu  sistemi üzrə spektral 

ayılışı [ ]1,0=G  parçasında mütləq və müntəzəm yığılır və  aşağıdakı 
qiymətləndirmə doğrudur: 
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( ) ( ) ( )

( )
[ ] [ ]

( ) ( ) +



+′+′




+×

×++




≤

−−−
∞

=

∞

=

−−

−

∈

∑∑ 111
111

k
1

k

1
11

1

11
2

Gx

Pffkk,fk,Pfk

P1fCconstf,xRsup

νωω

ν

νν

α
ν

 

     ( ) 2,PfPff
3

2r
1r

r1
111 ≥



++′+ ∑

=

−
∞

νν ,       (0.0.8)                      

burada ( ) ,dxxPP
1

0
l1l ∫=  const  ( )xf -dən asılı deyil.  

Teorem 0.0.5-in isbatı aşağıdakı lemmaya əsaslanır. 
Lemma 0.0.3. Tutaq ki, ( ){ }∞=1nn xu  sistemi müntəzəm 

məhduddur ( ) ( )GWxf 1
1∈  funksiyası və ( ){ }∞=1nn xu  sistemi (0.0.10) 

şərtini ödəyirlər. Onda ( )xf  funksiyasının nf  Furye  əmsalları üçün 
( )πµ 4≥n   aşağıdakı qiymətləndirmə doğrudur: 

  

( ) ( ) ( )

( )

( ) .

,

,1

2
3

2
1111

2

11
1

1
11

11

1
111

13



++′+

+



+′++

+′



++





≤

−

=
∞

−

−−−

−−−

∑ r
n

r
rn

nnn

nnnn

PfPff

PffPf

fPfCconstf

µµ

µµµω

µωµµα

      (0.0.9) 

Dissertasiyanın ikinci fəslində )1,0(=G  intervalında 
kompleksqiymətli cəmlənən əmsallı üçüncü tərtib ad diferensial 
operatora baxılır.  

1p),G(Lp ≥  sifindən olan funksiyanın biortoqonal ayrılışı-
nın onun triqonometrik Furye ayrılışı ilə birgəyığılma sualları araşdı-
rılır. Kompaktda müntəzəm birgəyığılma srəti qiymətləndilir, )(2 xP  
əmsalının kəsilməzlik modulunun birgəyığılma sürətinə təsiri 
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araşdırılır. Həmçinin )(1
2 GW  sinfindən olan funkiyanın bu operato-

run məxsusi və qoşulmuş funksiyaları üzrə biortoqonal  ayrılışının 
[ ]1,0=G  parçasında mütləq və müntəzəm yığılması tədqiq olunur.   
Paraqraf 2.1.-də   

( ) ( ) ( ) u)x(Pu)x(Pu)x(PuLu 3
1

2
2

1
3 +++=        (0.0.10)                

üçüncü tərtib adi diferensial operatoruna baxılır.  Burada 
1,3iG),(L(x)P oc

1i =∈  . 
Bu operatorların kök funksiyaları üçün sürüşmə və orta qiymət 

düsturları çıxarılır. Bu düsturlar (0.0.10) operatorunun kök 
funksiyaları üzrə biortoqonal ayrılışının müntəzəm birgəyığılması və 
mütləq və müntəzəm yığılması suallarının araşdırılmasında əsas 
aparat rolunu oynayır.  

Paraqraf 2.2-də 0)x(P1 ≡  halında L  adi adiferensial 
operatoruna baxılır. Bu operatorun kök funksiyaları üzrə spektral 
ayrılışının kompaktda triqonometrik ayrılışla  birgəyığılma sualları 
tədqiq olunur. )(2 xP  əmsalının kəsilməzlik modulunun biortoqonal 
ayrılışla triqonometrik ayrılışın  )1,0(=G  intervalına daxil olan 
kompaktda müntəzəm birgəyığılma sürətinə təsiri araşdırılır. Onun 
üçün VA.İlinin spektral metodu tətbiq olunur.    

)1,0(=G  intervalında uxPuxPuLu )()( 3
)1(

2
)3( ++=  formal 

diferensial operatoruna baxaq. Burada )()( 1 GLxP ∈ , 3,2= -
kompleksqiymətli əmsallardır.    

L  operatorunun λ  kompleks məxsusi ədədinə uyğun məxsusi 
funksiyası dedikdə eyniliklə sıfır olmayan, ixtiyari  
kompleksqiymətli )G(D)x(y0 ∈  funksiyası başa düşülür ki, o G -də 
sanki hər yerdə 000 =+ yLy λ  tənliyini ödəyir. Analoji olaraq L  
operatorunun həmin λ  məxsusi ədədinə və  )x(y0  məxsusi 
funksiyasına uyğun ( )1≥mm  tərtibli qoşulmuş funksiyası dedikdə, 
G -də sanki hər yerdə 1mmm yyLy −=+ λ  tənliyini ödəyən ixtiyari 
kompleksqiymətli )G(D)x(ym ∈  funksiyası başa düşülür.  
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Hər bir məxsusi funksiya tərtibi sıfır olan qoşulmuş funksiya 
hesab edilir. Verilmiş məxsusi funksiyaya uyğun kök (qoşulmuş) 
funksiyaların ən yüksək tərtibi bu məxsusi funksiyanın ranqı adlanır.  

L  operatorunun məxsusi və qoşulmuş funksiyalarından təşkil 
olunmuş ixtiyari { }∞=1)( kk xu  sisteminə baxaq. Fərz edək ki, 

{ }∞=1kkλ uyğun məxsusi ədədlər sistemidir və bu kök funksiyalar 
sistemi  1≥  tərtibli hər bir kök funksiya ilə yanaşı ona uyğun 
tərtibi  -dən kiçik kök funksiyaları özündə saxlayır. Bundan əlavə 
məxsusi funksiyaların ranqları müntəzəm məhduddur. Bu o deməkdir 
ki, )()( GDxuk ∈  və G -də sanki hər yerdə ,1−=+ kkkkk uuLu θλ  
tənliyi ödənir. Burada kθ  ya 0-a (bu halda )(xuk  - məxsusi 
funksiyadır), ya 1-ə (bu halda 1−= kk λλ  olduğu tələb olunur və 

)(xuk  - qoşulmuş funksiya adlanır) bərabərdir. 
 

                                   ( )

( )





≥−

<
=

,0Im,i

0Im,i

k3
1

k

k3
1

k
k

λλ

λλ
µ  

işarələməsini aparaq. Burada ( ) πϕπ
ϕ

ϕ ≤<−= ,33
1

3
1 i

i erre . 
Fərz edək ki, { }∞=1)( kk xu  sistemi pA   şərtlərini ödəyir (V.A.İlin şərti). 

1) müəyyən qeyd olunmuş 1≥p  üçün { }∞=1)( kk xu  sistemi )(GLp -də 
qapalı və minimaldır: 
2) Karleman və “birlərin cəmi” şərtləri ödənir:  

      ,...;2,1,Im =≤ kconstkµ        ∑
+≤≤ 1Re k τµτ

0,const1 ≥∀≤ τ  

3) Ixtiyari GK ⊂  kompaktı üçün elə )(0 KC  sabiti var ki,                                                             
                                    )K(Cu 0qkK,pk ≤ϑ ,  
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burada ( ) ),1(,1,, 11
)(,, ∞===+⋅=⋅⋅=⋅ −− qpqpGLqKLKp qp

, 

{ }∞=1kk )x(ϑ  sistemi { }∞=1)( kk xu  sisteminə biortoqonal qoşmadır 
),( fxSv  ilə )()( GLxf p∈  funksiyasının triqonometrik 

sırasının xüsusi cəmini işarə edək və )(xf  funksiyasının { }∞=1)( kk xu  
sistemi üzrə biortoqonal ayrılışının xüsusi  cəmini daxil edək:  

0,Re),(),( >== ∑
≤

vxuffx kkk
v

kv
k

µρσ
ρ

, 

burada dx)x()x(ff
G

kk ∫= ϑ . 

Aşağıdakı işarələmələri daxil edək:  
                         ( ) ( ) ( ) ;,,, )(KCvvv fSffK ⋅−⋅= σ∆  

     ,f,
2
v,f,ff kk

2
v1

11
qkkk

k

α

ρ

ρναΩϑ −
∧

≤≤

−−∧

∑=





=    10 ≤≤α ; 

     ( ) ;max,
2

1
kvpp ffvf

k

∧

≥

− +=
ρ

νΦ   ( ) ,max,
~

2
2

1
kvk

pp ffvfQ
≥

− +=
π

ν  

burada  
~

kf -lar  )(xf  funksiyasının )(GLq -də normallaşmış 
triqonometrik sistem üzrə Furye əmsallarıdır; 
                  







+

+









 −





+





= −−−

≥
>

−

1,
2
v,fP

1,
2
v,fPn0,

2
v,f)n,P(inf)v(D

13

1
12

)1(21
21

2n
1

1

Ω

αΩΩω α

α  

),(1 δω f - )(xf  funksiyasının  )(1 GL -də kəsilməzlik moduludur; 

                   
pp f

r
rvfrvf 1

11

1
11,

2
,1,

2
, −

−−

−
+







 −



=







 −



 ΤΦ ; 
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                    ( ) ( )
pp fvvfvf 11

1 ,, −− +=ωϕ ; 

                   
( )

;
1

11,
2

,

ln0,
2

,,(inf,

11
1)1(2

12

1
1

21
2
12

1












−

+






 −



+

+







+


















=

−
−−

−

≥
>

−

fvfTnP

fvvfTnPvPE
n

α
α

ω

α

α
 

                         ( ) ( ) 10,,,, 1
1

1
<≤= −

=

−∑ εωε ε ififT
i



 . 

Tutaq ki, ( )tω -[ )∞,0  aralığında azalmayan kəsilməz 
funksiyadır və  
a) ( ) 0)(,00 >= tωω , 0>t ; b) ( )tt ω1− -artmayandır. ,1p),G(H p ≥ω  

ilə )(GLp fəzasından olan və ( ) ( )δωδω )(, fCfp ≤  şərtini ödəyən 
funksiyalar çoxluğunu işarə edək.  Burada )( fC  )(xf -dən asılı 

sabitdir. )(GH p
ω -də norma 

)(
),(sup 1

0 δω
δω

δ

ω fff pp
>

+=  bərabərliyi 

ilə təyin olunur. ∞≤≤<< θαα
θ 1,10),(, GBp   isə  Bessov sinfini 

işarə edək. Bu fəzada norma  

                      0,),( 0

1

0

1

)(

0

,
>

























+= ∫

−−
hdttftff

h

ppGBp

θθ

θ
α

ωα
θ

. 

bərabərliyi ilə təyin olunur. 
Qeyd edək ki, )()();()(, GHGHGHGB pppp

αωαα ≡≡∞  əgər  

( ) ,αω tt =  10 <<α  ( )G(H p
α -Nikolski sinfidir). 

Bu paraqrafın əsas nəticələri aşağıdakı teoremlərdə cəmləşir: 
Teorem 0.0.6. Fərz edək ki, ,1r),G(L)x(P r2 ≥∈  

)G(L)x(P 13 ∈  və { }∞=1kk )x(u  sistemi pA  şərtini ödəyir. 
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Onda )()( GLxf p∈  funksiyasının { }∞=1)( kk xu  sistemi üzrə 
biortoqonal ayrılışı ilə onun triqonometrik ayrılışı ixtiyari GK ⊂   
kompaktında müntəzəm birgəyığılır, yəni  

+∞→→ vfKv ,0),(∆ ,                                     (0.0.11) 
və aşağıdakı qiymətləndirmər doğrudur 

( ) ( ) ;1r,v,fQ,f

1,
2
v,fPr1,

2
v,fP)K(C)f,K(

pp

13
1

r21v

>




++

+





+






 −





≤ −

νΦ

ΩΩ∆
(0.0.12) 

( ) ( ){ }vfQvfvDKCfK ppv ,,)()(),( 2 ++≤ Φ∆ , 1=r ,   (0.0.13)   

burada )(1 KC , )(2 KC  sabitləri v -dən və )(xf -dən asılı 
deyildirlər. 

Teorem 0.0.7. Fərz edək ki, Teorem 0.0.6 şərtləri  1=p  

olduqda ödənir və )()( 1 GLxf ∈ funksiyasının kf
∧

  Furye əmsalları 
üçün  

{ } 1,),( 1
11

1 ≥+≤ −−
∧

kkkk ffconstf ρρρω  ,       (0.0.14) 

şərti ödənir. Onda 1>r  olduqda  

( ) ,,1,
2

,

1,
2

,)(),(

1113

1
12

1
3





+











+

+






 −









≤ −−

vfvvfP

rvfPvKCfK rv

ϕΦ

Φ∆
   (0.0.15) 

1=r  olduqda isə    

( ) ( )








+











+≤ − v,fv1,
2
v,fPv,PEv)K(C)f,K( 11132

1
4v ϕΦ∆ (0.0.16)    

qiymətləndirməsi doğrudur. Burada  )(3 KC , )(4 KC sabitləri v  və  
)(xf -dən asılı deyildirlər. 

Teorem 0.0.7 –dən aşağıdakı nəticələr alınir : 
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Nəticə 0.0.6. Teorem  0.0.7 –nin şərtləri ödəndikdə aşağıdakı 
qiymətləndirlər doğrudur:  

  
)(5 ,

)(),( GBv p
fvKCfK α

θ

α∆ −≤ ,   ,1=r  );(, GBf p
α
θ∈   (0.0.17) 

( ) )G(Hf
,1r,f))v(R1(

1r,f
v)K(C)f,K( p

p

p1
6v

ω
ω

ω

ω∆ ∈






=+

>
≤ −   (0.0.18)    

burada              
                          { } .mlnPvln)m,P(inf)v(R 12

1
21

2m
+= −

≥
ω

 
Nəticə 0.0.7. Tutaq ki, 1=r  və Teorem 0.0.7-nin şərtləri 

ödənir. Onda  ixtiyari )()( GHxf p
ω∈  funkdiyası üçün  aşağıdakı 

qiymətləndirmə doğrudur.  
( )( ) ,,ln),( 1 +∞→= − vvvOfKv ω∆                     (0.0.19) 

əgər əlaə olaraq )(ln),( 1
21

−−= δδω γOP , 0+→δ , 0>γ  
olduğunu tələb etsək  onda  +∞→v  olduqda  

( ) ( )γω∆ γ BvlnvO)f,K( 1
1

1
v
















= +−                   (0.0.20) 

qiymətləndirməsi doğrudur. Burada «O» simvolu )(xf  

funksiyasından asılıdır, ( ) γγ
γ

γ γγγ +
−

+
−

+= 1
1

1 22B . 
Xüsusi halda, 1=γ , ( ) )(,1 1

1 GWxfp ∈=  olduqda  

+∞→









= − vvvOfKv ,ln),( 2

1
1∆  qiymətləndirməsi doğrudur. 

Qeyd edək ki, kompaktda müntəzəm yığılma müfəssəl olaraq 
V.A.İlin, V.M.Qurbanov  və R.A.Səfərov, A.T.Qarayevanın işlərində 
öyrənilmişdir. Əmsalların cəmlənmə dərəcəsinin müntəzəm birgə-
yığılma sürətinə təsiri V.S.Rıxlovun, V.M.Qurbanov və R.A.Səfə-
rovun, A.T.Qarayevanın işlərində tədqiq olunmuşdur. V.M.Qurba-
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novun işlərində ayrılışı öyrənilən funksiyanın inteqral kəsilməzlik 
modulu terminində müntəzəm birgəyığılma sürətləri tapılmışdır.  

Birölçülü Şredinger operatoru üçün müntəzəm birgəyığılma 
sürətinin potensialın kəsilməzlik modulundan asılılığı V.M.Qurbano-
vun və A.T.Qarayevanın işlərində araşdırılmışdır.  

Dissertasiyanın sonuncu paraqrafında dissertasiyanın sonuncu 
paraqrafında                             

         ( ) ( ) ( ) ,u)x(Pu)x(Pu)x(PuLu 3
1

2
2

1
3 +++= )1,0(=∈Gx ,  

formal diferensial operatoruna baxılır. Burada )()( 3
1 GWxP 


−∈ , 

3,1= , )()( 1
0

1 GLGW ≡ ,əmsalları kompleksqiymətli funksiyalardır. 
Bu paraqrafda { }∞=1)( kk xu  funksiyalar sisteminə və kµ  ədədlərinə 
müəyyən А şərtləri qoyulur  və )G(W 1

2  sinfindən olan funksiyanın  
bu opertarun məxsusi və qoşulmuş funksiyaları üzrə biortoqonal 
ayrılışı üçün  Teorem 0.0.2 –nin analoqu isbat olunur.  

Sonda məsələlərin qoyuluşuna, müntəzəm diqqətinə və 
qiymətli məsləhətlərinə görə elmi rəhbərim professor 
V.M.Qurbanova öz dərin minnətdarlığımı bildirirəm.  
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NƏTİCƏ 
 

• ( ) ,1p,GW 1
p > ( ) ,1,0G =  Sobolev siniflərindən olan  funksiya-

ların üçüncü tərtib cəmlənən əmsallı adi diferensial operatorun 
məxsusi funksiyaları üzrə spektral ayrılışlarının [ ]1,0=G parçasında 
mütləq və müntəzəm yığılması araşdırılıb və bu parçada müntəzəm 
yığılma sürətləri qiymətləndirilib.  

• ( ) ,)1,0(G,GW)x(f 1
1 =∈  sinfindən olan funksiyanın üçüncü 

tərtib cəmlənən əmsallı adi diferensial operatorun məxsusi 
funksiyaları üzrə ortoqonal ayrılışının parçada mütləq və müntəzəm 
yığılması isbat olunub və bu ayrılışın qalığı  )(GC metrikasında 
qiymətləndirilib.  

• ( ) ,1p,GLp ≥  sinfindən olan funksiyanın üçüncü tərtib 
cəmlənən  əmsallı adi diferensial operatorun kök funksiyaları üzrə 
spektral ayrılışının triqonometrik ayrılışla kompaktda müntəzəm 
birgəyığılması haqqında teorem isbat olunub. )G(B),G(H ,pp

α
θ

ω  
siniflərindən olan funksiyalar üçün kompaktda müntəzəm 
birgəyığılma sürəti qiymətləndirilib.   

• ( ) ),1,0(G,GW 1
2 =  sinfindən olan funksiyanın üçüncü tərtib 

adi diferensial operatorun kök funksiyaları sistemi üzrə biortoqonal 
ayrılışının [ ]1,0=G parçasında mütləq və müntəzəm yığılması 
haqqında teoremlər isbat olunub və bu parçada müntəzəm yığılma 
sürəti tapılıb.  
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