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İŞİN ÜMUMİ XARAKTERİSTİKASI 

 

Mövzunun aktuallığı və işlənmə dərəcəsi. XX əsrin 

ortalarından başlayaraq elm və texnikanın, həmçinin iqtisadiyyatın 

intensiv inkişafı ilə əlaqədar olaraq müxtəlif idarə olunan 

proseslərin optimal idarə olunması məsələlərinin həll olunmasının 

zəruriliyi yarandı. Bu illər ərzində klassik variasiya hesabının 

nəticələrini ümumiləşdirən əsas nəticələr alındı. İlk növbədə 

Pontryaginin maksimum prinsipi, Bellmanın dinamik  

proqramlaşdırma üsulu, Milyutin və Dubovitskinin ümumi 

ekstremum nəzəriyyəsi işlənib hazırlandı. Bu nəzəriyyələrdə baxılan 

optimal idarəetmə məsələlərində bir çox hallarda müxtəlif 

məhdudiyyətlərin  olmasını nəzərə alırdılar. Buna görə də adi 

diferensial tənliklər sistemi ilə təsvir olunan optimal idarəetmə 

məsələləri ilə yanaşı, xüsusi törəməli diferensial tənliklərlə təsvir 

olunan  və daha mürəkkəb olan optimal idarəetmə məsələlərinin  

(paylanmış parametrli optimal idarəetmə məsələləri) öyrənilməsinə 

başlanıldı.  

Paylanmış parametrli müxtəlif optimal idarəetmə 

məsələlərinin tədqiqinə V.M.Abdullayevin, K.R.Aydazadənin, 

K.R.Aydazadə və V. M. Abdullayevin, A. Q. Butkovskinin, A. V. 

Fursikovun, S. S. Haxıyevin, A. D. İskəndərovun, H. F.Quliyevin, 

İ.Q.Məmmədovun, K. B. Mənsimovun, K.B.Mənsimov və M.C. 

Mərdanovun, T.Q.Məlikovun, A.A. Niftiyevin, M.A.Sadıqovun, 

Y.Ə.Şərifovun, R.Q.Tağıyevin, F.P. Vasilyevin, M.H.Yaqubovun, 

A.İ.Yeqorov və L.N.Znamenskayanın və başqalarının işləri həsr 

olunmuşdur. 

Mütəxəssislər içərisində çox böyük maraq və diqqət doğuran 

məsələlərdən biri ikinci tərtib hiperbolik tip tənliklər sistemi və 

Qursa sərhəd şərtləri ilə təsvir olunan optimal idarəetmə 

məsələləridir. A.İ.Yeqorovun klassik işlərindən başlayaraq indiyə 

qədər  Qursa-Darbu sistemi ilə təsvir olunan optimal idarəetmə 

məsələlərinin bəzi aspektləri (idarə olunma, müşahidə olunma, 

optimallıq üçün zəruri və kafi şərtlər, ədədi həll üsulları və 

başqaları) intensiv olaraq işlənilir. Bu sahədə E.P.Bokmelder və 

V.A.Dıxtanın, F.Ş.Əhmədovun,  S.S.Haxıyev və Q.T.Əhmədovun, 
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S.S.Haxıyevin, K. Q. Həsənovun, İ. V. Lisaçenkonun, A. S. 

Matveyevin, K. B. Mənsimovun, M.C.Mərdanovun, T.Q. 

Məlikovun, V.İ.Plotnikovun, N. İ. Poqodayevin, Ə.R.Səfarinin, 

V.A. Sroçkonun, M.İ.Suminin, V.İ.Suminin, Y.Ə.Şərifovun, F.P. 

Vasilyevin, O.V.Vasilyevin, A.İ.Yeqorovun və digər alimlərin 

nəticələri vardır. 

Bu günki dövrdə də, Qursa-Darbu sistemləri ilə təsvir olunan 

optimal idarəetmə məsələlərində optimallıq üçün zəruri və kafi 

şərtlərin tapılmasına çox böyük fikir verilir. Qursa-Darbu sistemləri 

ilə optimal idarəetmə məsələləri üçün birinci tərtib zəruri şərtlər 

nəzəriyyəsi, idarəedici funksiya tənliyin sağ tərəfinə daxil olan 

hallarda kifayət qədər işlənilmişdir. Ancaq analoji optimal 

idarəetmə məsələləri üçün sərhəd şərtlərinə idarəedici funksiyalar 

daxil olan hallar çox az öyrənilmişdir. Bundan başqa  Qursa-Darbu 

sistemləri ilə optimal idarəetmə məsələlərində bir çox hallarda 

optimallıq üçün birinci tərtib zəruri şərtlər cırlaşaraq öz məzmun və 

mahiyyətlərini itirirlər. Belə hallara məxsusi hallar, uyğun idarələrə 

isə məxsusi idarələr (L.İ. Rozonoyerin termini) deyirlər. İndiyə 

qədər Qursa-Darbu sistemləri üçün sərhəd optimal idarəetmə 

məsələlərində yüksək tərtib zəruri şərtlər nəzəriyyəsi, xüsusi ilə də 

məxsusi idarələr nəzəriyyəsi çox az işlənilmişdir. Qeyd olunanlara 

əsasən bu nəticəyə gələ bilərik ki, Qursa-Darbu sistemləri ilə sərhəd 

optimal idarəetmə məsələlərində optimallıq üçün  zəruri və kafi 

şərtlərin alınmasına və məxsusi idarənin tədqiq edilməsinə həsr 

olunmuş dissertasiya işinin mövzusu aktual hesab oluna bilər. 

Tədqiqatın obyekti və predmeti. Dissertasiya işinin əsas 

obyekti Qursa sərhəd şərti ilə təsvir olunan iki tərtibli  hiperbolik tip 

tənliklər sistemi ilə təsvir olunan sərhəd optimal idarəetmə 

məsələsidir. Bu seçim  baxılan optimal idarəetmə məsələlərinin çox  

böyük praktik əhəmiyyəti ilə bağlıdır. Tədqiqatın predmeti isə 

baxılan optimal idarəetmə məsələlərində optimallıq üçün müxtəlif 

birinci tərtib zəruri şərtlər isbat etmək və onların  cırlaşdığı halları 

(məxsusi hallar) öyrənməkdən ibarətdir. 

Tədqiqatın məqsəd və vəzifələri. Sərhəd şərhinin köməyi ilə 

idarə olunan və Qursa-Darbu sistemləri ilə təsvir olunan optimal 
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idarəetmə məsələlərini tədqiq etmək, optimallıq üçün birinçi tərtib  

zəruri şərtlər almaq və onların cırlaşdığı halları tədqiq etməkdir. 

Tədqiqatın metodları.  Dissertasiya işində qoyulan və tədqiq 

edilən  optimal idarə məsələlərində varasiya hesabının, toplanmış və 

paylanmış parametrli optimal idarəetmə məsələlərinin  keyfiyyət 

nəzəriyyəsinin üsullarından və artım üsulunun bir variantından 

istifadə edilir. 

Müdafiəyə çıxarılan əsas müddəalar: 

-Xətti Qursa-Darbu sistemləri ilə sərhəd optimal idarəetmə 

məsələsində optimallıq üçün zəruri və kafi şərt; 

-Qeyri-xətti halda Pontryaginin maksimum prinsipi tipli, 

xəttiləşdirilmiş maksimum tipli və Eyler tənliyinin analoqu şəklində 

optimallıq üçün zəruri şərtlər; 

-Hamar olmayan keyfiyyət meyarı və hamar olmayan  

bərabərsizlik tipli funksional məhdudiyyətlər olan halda optimallıq 

üçün  bəzi birinci tərtib zəruri şərtlər; 

-İdarə oblastı açıq olan halda optimallıq üçün birinci və ikinci 

tərtib zəruri şərtlər; 

-Xəttləşdirilmiş maksimum şərtinin analoqu və kvazi məxsusi  

idarələrin optimallıq şərtləri; 

-Pontryaginin maksimum prinsipinin analoqu və maksimum 

prinsipi mənada məxsusi idarələrin optimallıq şərtləri; 

Tədqiqatın elmi yeniliyi. Dissertasiyanın əsas nəticələri və 

yeniliyi baxılan optimallıq üçün birinci və ikinci tərtib zəruri 

şərtlərdir (baxılan sərhəd optimal idarəetmə məsələləri üçün). 

Tədqiqatın nəzəri və praktiki əhəmiyyəti. Dissertasiya 

nəzəri xarakter daşıyır və yeni nəticələr alınmışdır. Alınmış 

nəticələr Qursa-Darbu sistemləri ilə sərhəd optimal idarəetmə 

məsələləri üçün yüksək tərtib zəruri şərtlər nəzəriyyəsinin gələcəkdə 

daha da işlənməsi üçün istifadə edilə  bilər. Həmçinin alınmış 

nəticələrdən  praktikada meydana çıxan konkret  məsələlərin 

həllində istifadə edilə bilər. 

İşin aprobasiyası və tətbiqi. Dissertasiyanın əsas nəticələri 

Sumqayıt Dövlət Universitetinin “Riyazi analiz və funksiyalar 

nəzəriyyəsi” kafedrasının, AMEA-nın İdarəetmə sistemləri 

institutunun “Mürəkkəb dinamik sistemlərdə idarəetmə üsulları” 
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laboratoriyasının elmi seminarlarında məruzə və müzakirə edilmiş, 

prof.Ə.Ş.Həbibzadənin 100 illiyinə həsr edilmiş (Bakı, 2016) 

respublika elmi konfransında, “Riyaziyyatın tətbiqi məsələləri və 

yeni informasiya texnologiyaları” respublika  konfransında 

(Sumqayıt, 2017), “Dinamik sistemlər: dayanıqlıq, idarəetmə, 

optimallaşdırma” adlı beynəlxalq  konfransda (Minsk, 2018),  

“İnformasiya sistemləri və texnologiyaları: nəaliyyətlər və 

perspektivlər” beynəlxalq elmi konfransında (Sumqayıt 2018), 

“Dinamik sistemlər, optimal idarəetmə və riyazi modelləşdirmə” 

adlı beynəlxalq  konfransda (İrkutsk, 2019) məruzə edilmişdir. 

Müəllifin şəxsi töhfəsi. Dissertasiyanın bütün nəticələri 

müəllifə məxsusdur. Elmi rəhbərlə çap olunmuş müştərək işlərdə 

elmi rəhbərə yalnız məsələnin qoyuluşu məxsusdur. 

Dissertasiya işinin yerinə yetirildiyi təşkilatın adı. 

Dissertasiya işi Sumqayıt Dövlət Universitetinin “Riyazi analiz və 

funksiyalar nəzəriyyəsi” kafedrasında yerinə yetirilmişdir. 

Müəllifin nəşrləri. Dissertasiyanın əsas nəticələri müəllifin 

16 elmi işində, o cümlədən 10 məqalə, 6 konfrans materialında çap 

olunmuşdur. Onların siyahısı isə avtoreferatın sonunda verilmişdir. 

Dissertasiyanın struktur bölmələrinin ayrılıqda həcmi 

qeyd olunmaqla, dissertasiyanın işarə ilə ümumi həcmi. 
Dissertasiyanın titul səhifəsi - 359 işarədən, mündəricat – 

3864, giriş - 17422, birinci fəsil - 31389, ikinci fəsil - 28021, nəticə 

- 984 və 93 adda olan ədəbiyyat siyahısından ibarətdir. Dissertasiya 

işinin ümumi həcmi isə 96412 işarədən ibarətdir. 
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İŞİN QISA MƏZMUNU 

Dissertasiya işi girişdən, iki fəsildən, nəticədən, istifadə 

olunmuş ədəbiyyat siyahısından  və dissertasiyada istifadə edilmiş 

işarələmələrdən ibarətdir.  

Girişdə seçilən mövzunun aktuallığı əsaslandırılır, 

dissertasiyada baxılan məsələlərə yaxın işlərin  qısa icmalı verilir, 

işin məqsədi haqqında məlumat verilir və alınmış nəticələr qısa şərh 

edilir. 

Birinci fəsil 6 paraqrafdan ibarətdir. 

Birinci fəsildə sərhəd şərtlərindən biri idarə olunan adi 

diferensial tənliklər sistemi ilə təsvir olunan Qursa-Darbu sistemi ilə  

optimal idarəetmə məsələlərinə baxılır. 

1.1 paraqrafında çoxnöqtəli keyfiyyət meyarlı xətti sərhəd 

optimal idarəetmə məsələlərinə baxılır və optimallıq üçün 

Pontryaginin maksimum prinsipi şəklində zəruri və kafi şərt isbat 

edilir.  

Tutaq ki, idarə olunan proses 

   0 1 0 1
, ,D t t x x  düzbucaqlısında                      

                   ,,,,, xtfzxtCzxtBzxtAz
xtxt
          (1) 

xətti hiperbolik tənliklər sistemi və 

              
     

     ,,,,

,,,,

100

100

xxxxbxtz

ttttaxtz




                     (2) 

                               
000

аxbta  . 

sərhəd şərtləri ilə təsvir olunur.  

Burada  xtA , ,  xtB , ,  x,tC  – verilmiş, ölçülən və 

məhdud   nn   - ölçülü matris-funksiyalar,  ,f t x  – verilmiş 

arqumentlərinin küllüsünə nəzərən kəsilməz, n - ölçülü vektor-

funksiya, 
0

a  – verilmiş sabit vektor,  xb  – verilmiş n - ölçülü 

mütləq kəsilməz vektor-funksiya,  ta - isə n - ölçülü vektor-

funksiya olub  

                                
10

,,, tttutgtatDa  ,            (3) 
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00

ata  ,                                                              

Koşi məsələsinin həlli kimi təyin olunur.  

Burada  D t - verilmiş,  nn   ölçülü ölçülən və məhdud 

matris-funksiya,  utg , - verilmiş, arqumentlərinin küllüsünə 

nəzərən kəsilməz n - ölçülü vektor-funksiya,  tu  – r - ölçülü 

ölçülən və məhdud idarəedici vektor-funksiya olub öz qiymətlərini 

verilmiş boş olmayan və məhdud 
r

U R  çoxluğundan alır, yəni  

                        ,
r

u t U R     
10

, ttt                            (4) 

Bu məhdudiyyətləri ödəyən hər bir  tu  vektor-funksiyasına 

mümkün idarə deyəcəyik. 

Fərz edilir ki, hər bir mümkün  tu  idarəsinə (1) - (2) Qursa 

məsələsinin yeganə və mütləq kəsilməz  xtz ,  həlli, (3) Koşi 

məsələsinin isə yeganə, mütləq kəsilməz  ta  həlli uyğundur. 

Tutaq ki,  
ii

XT , , 1,i k -lər 

 
12101210

...;... xXXXxtTTTt
kk
  –  verilmiş nöqtələr, 

ii
dc , , 1,i k - lər isə verilmiş n - ölçülü sabit vektorlardır. 

Yuxarıda verilmiş (1) - (2) sərhəd məsələsinin və (3) Koşi 

məsələsinin bütün mümkün idarələrə uyğun həlləri üzərində təyin 

olunmuş 

            
1

,

k

i i i i i

i

I u c z T X d a T



   
  ,                      (5) 

funksionalının minimumunun tapılması məsələsinə baxaq.  

Bu (5) funksionalına (1) - (4) məhdudiyyətləri daxilində 

minimum verən  tu  mümkün idarəsinə optimal idarə, uyğun 

      xtztatu ,,,  prosesinə isə optimal proses deyəcəyik. 

Tutaq ki,       xtztatu ,,,  qeyd olunmuş mümkün proses, 

 xt
i

, , 1,i k -lər  0 0
, ,

i i
t T x X 
 

, 1,i k  düzbucaqlılarının 
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xarakteristik funksiyaları,  i
t , 1,i k  - lər isə  

i
Tt ,

0
, 

1,i k parçalarının xarakteristik funksiyalarıdır.  

Fərz edək ki, n ölçülü  xt ,  və  tp  vektor funksiyaları        

           

   

1 1 1

0 0

1

1

, , , , , ,

, , ,

t x xk

i i

i t x x

t

t

t x t x c A s s d sd B t s t s d s

C x x d

      

   



     



   



  

              

   dxxtxtB

dxdxxAdpDctdttp

x

x

x

x

t

t

t

t

i

k

i

ii

k

i

i

,,

,,

1

0

1

0

11

11







 




  

xətti, Volterra tipli inteqral tənliklər sisteminin həllidirlər. 

                          utgpputH ,,,    

şəklində Hamilton-Pontryagin funksiyasının analoqunu daxil edək. 

Artım üsulunun vasitəsi ilə aşağıdakı hökm isbat edilmişdir. 

Teorem 1. Baxılan (1) - (5) optimal idarəetmə məsələsində 

 tu  mümkün idarəsinin optimal idarə olması  üçün zəruri və kafi 

şərt 

                                        0,,,,   puHpvH ,                                  

bərabərsizliyinin  ixtiyari  
10

, tt  və v U üçün  ödənməsidir. 

Burada və sonralar  
10

, tt   tu  mümkün idarəsinin ixtiyari 

düzgün (Lebeq) nöqtəsidir.  

Keyfiyyət meyarı qeyri-xətti və qabarıq funksional olan halda 

maksimum şərtinin kafi olması  isbat edilmişdir. 

1.2 paraqrafında   

                 
kkk

TaTaGXTzXTzuS ,...,,,...,,
111

             (6) 

çoxnöqtəli funksionalının 

                      ,
r

u t U R   
10

, ttt                                          (7) 

          
xttx

zzxtfzxtBz ,,,,  ,      
1010

,,, xxttDxt  ,         (8) 
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     ,,,,

,,,,

100

100

xxxxbxtz

ttttaxtz




                     (9) 

                               
000

axbta  , 

                             
10

,,,, tttuatga  ,                          (10)     

                                     
00

ata  .                                        (11) 

məhdudiyyətlərin daxilində minimumun tapılması məsələsinə 

baxılır. Burada  xtB , - verilmiş, ölçülən və məhdud  nn  ölçülü 

matris-funksiya,  
x

zzxtf ,,, , (  uatg ,, ) – verilmiş, n-ölçülü, 

arqumentlərinin küllüsünə nəzərən  
x

zz ,   a  - ya görə törəmələri 

ilə birlikdə z kəsilməz vektor-funksiya,  
k

zzz ,...,,
21

 , 

 
k

aaaG ,...,,
21

 – verilmiş, kəsilməz diferensiallanan skalyar 

funksiyalar,  
ii

XT , , 

ki ,1  
12101210

...;... xXXXxtTTTt
kk
 –

verilmiş nöqtələr,  xb - verilmiş mütləq kəsilməz n-ölçülü vektor-

funksiya 
1010

,,, xxtt  –  
1010

; xxtt   – verilmiş ədədlər, 
0

a  – 

verilmiş sabit vektor,  tu  – r - ölçülü ölçülən və  məhdud 

idarəedici vektor-funksiya, U  – verilmiş, boş olmayan və məhdud 

çoxluqdur. 

Yuxarıda qoyulan hər bir məhdudiyyəti ödəyən idarəedici 

vektor-funksiyaya mümkün idarə deyəcəyik. 

Fərz edilir ki, hər bir mümkün  tu idarəsinə (6) - (9) sərhəd 

məsələsinin yeganə mütləq kəsilməz  xtz ,  həlli, (10) - (11) Koşi 

məsələsinin isə mütləq kəsilməz  ta  həlli uyğundur. Verilmiş (6) 

funksionalına (7) - (11) məhdudiyyətləri daxilində minimum verən 

 tu mümkün idarəsinə optimal idarə,       xtztatu ,,,  – prosesinə 

isə optimal proses deyəcəyik. 

İndi 

                                      
xxt

zzxtfzzzxtH ,,,,,,,,     

                                     uatgppuatM ,,,,,   
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Hamilton-Pontryagin funksiyalarını daxil edək. 

Burada  ,t x  və  tp  n - ölçülü vektor-funksiyalar olub 

     

   
    

      

           ,,,,,,,,,,

,,,,,,,

,...,,

,,

11

1 1

,11

1
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x

x

t

t

z

t

t

x
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k

i

i

dsststBdxxzxzxH

dsdsszszsH

z

XTzXTz

xtxt
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1 1
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1

1

x

x

x

t

t

z

t

t

x

x

a

k

i i

kk
i

k

i i

k
i

dxdxxzxzxH

dxxtxtBdpuaM

z

XTzXTz
t

a

TaTaG
ttp








 

       Volterra tipli inteqral tənliklər sistemlərinin həllidirlər. 

Burada  xt
i

, , 1,i k -lər  0 0
, ,

i i
t T x X 
 

, 1,i k  

düzbucaqlılarının xarakteristik funksiyaları,  i
t , 1,i k  - lər isə 

 
i

Tt ,
0

, 1,i k parçalarının xarakteristik funksiyalarıdır.  

Teorem 2. Baxılan (6) - (11) optimal idarəetmə məsələsində 

 tu mümkün  idarənin  optimal idarə olması üçün  zəruri şərt 

            puaMpvaM
Uv

,,,,,,max 


 

maksimum şərtinin ixtiyari   
10

, tt  üçün ödənməsidir. 

Burada  
10

, tt  tu  mümkün idarənin ixtiyari düzgün 

nöqtəsidir (Lebeq nöqtəsi).  

Bu paraqrafda idarə oblastının qabarıq və açıq olduğu hallar 

tədqiq edilmişdir. Xəttiləşdirilmiş maksimum şərtinin və Eyler 
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tənliyinin anoloqları isbat edilmişdir. 

1.3 paraqrafında  

                    

1

0

1

0

,,,,,
111

t

t

x

x

xt
dtdxzzxtEzxtDtаxtzGuS      (12) 

funksionalının 

                 r
RUtu  ,      

10
, ttTt  ,                      (13) 

            , , , ,
tx t x

z B t x z f t x z z  ,        
1010

,,, xxttDxt  ,  (14)                 

                               0
,z t x a t ,      

10
, ttTt  , 

             0
, ,z t x b x       

10
, xxXx  ,                       (15) 

                                      
000

аxbta  ,                                            

 uatga ,, ,  Tt  ,                                    (16) 

                                        
00

ata  ,                                              (17) 

məhdudiyyətlərin daxilində minimumunun tapılması məsələsinə 

baxılır1.  

Burada  xtВ ,  verilmiş, ölçülən və məhdud  nn   ölçülü 

matris-funksiya,  zG  və  а  verilmiş kəsilməz diferensiallanan 

skalyar funksiyalar,  xtD ,  verilmiş n - ölçülü ölçülən və məhdud 

vektor – funksiya,  
x

zzxtE ,,, verilmiş arqumentlərinin küllüsünə 

nəzərən 
x

zz , -  görə törəmələri ilə birlikdə kəsilməz skalyar 

funksiya,  
x

zzxtf ,,,  - verilmiş, arqumentlərinin küllüsünə 

nəzərən 
x

zz ,  - ə görə  törəmələri ilə birlikdə kəsilməz n  - ölçülü 

vektor-funksiya,  xb  – verilmiş n  - ölçülü mütləq kəsilməz vektor-

funksiya,  uatg ,,  –  verilmiş arqumentlərinin küllüsünə nəzərən a  

- ya görə törəməsi ilə birlikdə kəsilməz n  - ölçülü vektor-funksiya, 

                                                           

1Мансимов К.Б., Сулейманова В.А. Аналог способа разделения множителя 

Лагранжа на слагаемые в одной граничной задаче оптимального управления 

системами Гурса-Дарбу // - Пермь: Прикладная математика и вопросы 

управления. - 2019. № 2, - с. 7-22. 
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0a - verilmiş sabit vektor, U  – verilmiş boş olmayan və məhdud 

çoxluq,  tu  - isə r-ölçülü ölçülən və məhdud idarəedici vektor-

funksiyadır (mümkün idarə). 

Fərz edilir ki, hər bir mümkün  tu  idarəsinə (16) - (17) Koşi 

məsələsinin və (14) - (15) Qursa məsələlərinin  yeganə mütləq 

kəsilməz  ta  və  xtz ,  həlləri uyğundur 

Əvvəllər S.S.Haxıyev Laqranj vuruğunun toplananlara  ayırma  

üsulunun köməyi ilə paylanmış idarəli Qursa-Darbu optimal idarəetmə 

məsələlərində Pontryaginin maksimum prinsipinin yeni isbatını 

vermişdir. Bu işdə Laqranj vuruğunun toplananlara ayrılması üsülunun 

bir variantının köməyilə baxılan sərhəd optimal idarəetmə məsələsində 

Pontryaginin maksimum şərtinin yeni isbatı verilmişdir. 

1.4 paraqrafında 

                         r
RUtu  ,      

10
, ttTt  ,              (18) 

           , , , ,
tx t x

z B t x z f t x z z  ,      
1010

,,, xxttDxt  ,       (19)      

                               taxtz 
0

, ,      
10

, ttTt  , 

   0
, ,z t x b x       

10
, xxXx  ,                                (20) 

                                            
00

xbta  ,                                                      

 uatFa ,, ,  Tt  ,                               (21) 

                                           
00

ata  ,                                          (22) 

məhdudiyyətləri daxilində  

                      1 1 1 2 1
, , . . . , , , . . . ,

k k k
S u Ф z T X z T X Ф a T a T  (23) 

funksionalının minimumunu tapılmasına baxılır. 

Burada 
i

Ф  2,1i  - lər skalyar funksiyalar olub Lipşis şərtini 

ödəyirlər və ixtiyari istiqamət üzrə törəməyə malikdirlər. İstiqamət 

üzrə törəmə terminində optimallıq üçün zəruri şərtlər alınmışdır2. 

1.5 paraqrafında aşağıdakı minimaks məsələsinə baxılır. 

                                                           

2Мансимов К.Б., Сулейманова В.А. Необходимые условия оптимальности в 

одной негладкой граничной задаче управления системами Гурса-Дарбу // - 

Bakı: Bakı Universitetinin xəbərləri, fizika-riyaziyyat elmləri seriyası, - 2016. 

№2, - s. 29-36.  
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,max,,max
12111

tayxtzuS
AYy 

 ,            (24) 

                                   r
RUtu  ,  Tt  ,                                  (25) 

                                   , , ,a F t a u t T  ,                                (26) 

                                    
00

ata  .                                                   (27) 

                    
1010

,,,,,,,, xxttDxtzzxtfzxtBz
xttx

 ,      (28)                      

                            
   

     .,,,

,,,

100

0

xxXxxbxtz

Tttaxtz




                  (29) 

                                     000 axbta  . 

Burada Y  və A - verilmiş, uyğun olaraq m və q  - ölçülü y  və 

  vektorlarının sonlu çoxluqlarıdır,  1
,z y  və  2

,a   –  uyğun 

olaraq hər bir y  və   üçün z   və ay   - ya nəzərən  kəsilməz 

diferensiallanan skalyar funksiyalardır, baxılan (24) - (29) optimal 

idarəetmə məsələlərinin digər verilənləri isə onlar üzərinə əvvəlki 

paraqraflarda qoyulmuş hamarlıq şərtlərinin ödəyirlər. 

Bu (24) - (29) tipli optimal idarəetmə məsələləri minimaks 

optimal idarəetmə məsələləri adlandırırlar (R.Qabasov, V.Alseviç, 

V.F.Demyanov və başqaları) 

İlkin tənliklər sisteminin aşkar xəttiləşdirilməsinə əsaslanan 

bir sxem vasitəsi ilə baxılan optimal idarəetmə məsələsində 

optimallıq üçün maksimin tipli zəruri şərt isbat edilmişdir. 

1.6 paraqrafında da sərhəd optimal idarəetmə məsələləri 

öyrənilir. Amma bu zaman  fərz edilir ki, həm keyfiyyət meyarını, 

həm də bərabərsizlik tipli funksional məhdudiyyətləri təsvir edən 

funksiyalar hamar olmayıb Lipşis şərtini ödəyirlər və ixtiyari 

istiqamət üzrə törməyə malikdirlər. Baxılan məsələdə artım 

üsulunun bir variantından istifadə edərək istiqamət üzrə törəmə 

terminində optimallıq üçün  birinci tərtib zəruri şərt isbat edilmişdir. 

Dissertasiyanın ikinci fəsili dörd paraqrafdan ibarət olub, bir 

sərhəd optimal idarəetmə məsələlərində optimallıq üçün 

Pontryaginin maksimum prinsipi, xəttiləşdirilmiş maksimum 

prinsipi və Eyler tənliyinin analoqu şəkilində optimallıq üçün 

birinci tərtib zəruri şərtlərin alınmasına və məxsusi halların 
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tədqiqinə həsr olunmuşdur. 

2.1 paraqrafında 

       1 1 1
,S u a t G z t x  ,             (30) 

 funksionalının 

                      ,
r

RUtu   
10

, ttTt  ,                                  (31) 

       ,,,,,
xtxt

zzxtfzxtBz       
1010

,,, xxttDxt  ,            (32)      

        
     

     ,,,,

,,,,

100

100

xxXxxbxtz

ttTttaxtz




                             (33)            

                       
000

axbta  , 

                   Ttuatga  ,,,                                     (34) 

                            
00

ata  ,                                            (35) 

məhdudiyyətləri daxilində minimumunun tapılması məsələlərinə 

baxılır. Burada  
x

zzxtf ,,,  və  uatg ,,  verilmiş n - ölçülü vektor-

funksiyalar olub, arqumentlərinin küllüsünə nəzərən uyğun olaraq 

(
x

zz , ) və (a,u)-ya görə ikinci tərtib kəsilməz törəmələrə 

malikdirlər,   a  və  zG  – verilmiş iki dəfə kəsilməz 

diferensiallanan skalyar funksiyalar, U  - verilmiş, boş olmayan, 

məhdud və açıq çoxluqdur, məsələnin yerdə qalan verilənləri birinci 

fəslin əvvəlki paraqrafında qoyulmuş hamarlıq şərtlərini ödəyirlər. 

Tutaq ki,       xtztatu ,,,  qeyd olunmuş mümkün prosesdir. 

İndi 

                                    
xx

zzxtfzzxtH ,,,,,,,    

                                    uatgqquatM ,,,,,   

                             tqtutatMtM
aa

,,, , 

                             tqtutatMtM
aaaa

,,, , 

                            tqtutatMtM
uaua

,,, , 

                            tqtutatMtM
uuuu

,,, , 

                    xtxtzxtzxtHxtH
xzz

,,,,,,,,  , 

                   xtxtzxtzxtHxtH
xzzzz

,,,,,,,,  , 
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                  xtxtzxtzxtHxtH
xzzzz

xx

,,,,,,,,  , 

                               tutatgtg
aa

,, , 

                               tutatgtg
uu

,,  

                              xtzxtzxtfxtf
xzz

,,,,,,  , 

                             xtzxtzxtfxtf
xzz

xx

,,,,,,  , 

tipli işarələmələr daxil edək. Burada  xt ,   və  tqq   - n - 

ölçülü vektor funksiyalar olub, uyğun olaraq  

            

        

   

1

1 1 1

1 1
, , , ,

, , ,
x

x

z

s

t x t

z z

t x t

t x G z t x B t s t s d s

H s d s d H x d

 

   

   

 



  

           (36) 

           

       

       

1 1 1 1

0 0

1 1 1
,

, , , ,

a z

t x t x

a a z

t x t x

q t a t G z t x

M d H x d x d B t x t x d x



    

   

     
  (37)  

       Volterra tipli inteqral tənliklər sisteminin həllidirlər. 

Baxılan məsələdə keyfiyyət funksionalının birinci və ikinci 

variasiyaları hesablanmış və onların vasitəsi ilə optimallıq üçün 

birinci və ikinci tərtib zəruri şərtlər alınmışdır3. 

Teorem 3. Baxılan (30) - (35) optimal idarəetmə 

məsələlərində  u t mümkün idarəsinin optimal idarə olunması üçün 

zəruri şərti 

  ,0uM                                            (38) 

bərabərliyinin ixtiyari  0 1
,t t   üçün  ödənməsidir. 

Bu (38) münasibəti baxılan məsələ üçün Eyler tənliyinin 

                                                           

3 Мансимов К.Б., Сулейманова В.А. Необходимые условия оптимальности в 

одной граничной задаче управления системами Гурса-Дарбу // - Томск: 

Вестник Томского Государственного университета, сер. управления 

математика и механика, - 2017. № 49, - с. 26-42.  
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analoqudur. Bu optimallıq şərtini ödəyən hər bir  u t  mümkün 

idarəsinə klassik ekstremal deyəcəyik. Qeyd edək ki, optimallığa 

şübhəli klassik ekstremalların sayı kifayət qədər çox ola bilər. Ona 

görə də klassik ekstremallar çoxluğunu “sıxmaq” üçün  optimallıq 

üçün ikinci tərtib zəruri şərtlərə ehtiyac yaranır. 

Fərz edək ki,  ,tF  və  sxtR ,;,   -  nn   ölçülü matris 

funksiyalar olub, uyğun olaraq  

                                 ugtFtF ,,  ,                                   (39) 

                         EttF , ,                                                                                       

   

     

        .,,;,,,;,

,,;,,;,



 





x

s

t

z

t x

s

z

dBxtRdsfsxtR

ddfxtREsxtR

x








     (40) 

   tənliklərinin həllidirlər. 

 (Burada  E   nn   – ölçülü vahid matrisdir). 

         Aşağıdakı işarələmələri daxil edək.                             

               ,,;,,,,,, xxtRdssFsxtLxtQ
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stFtatFsK
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s

xzzzz
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s
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  41) 

Bu  sK ,  matris funksiyasının daxil edilməsi funksionalın 

ikinci variasiyasının optimal proses boyunca mənfi olmaması 
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şərtindən  istifadə edərək, optimallıq üçün konstruktiv yoxlanıla 

bilən ikinci tərtib zəruri şərt almağa imkan vermişdir. 

Teorem 4. Baxılan məsələdə  tu  klassik ekstremalının 

optimal idarə olması üçün zəruri şərt 

       

         

         

     

1 1

0 0

1 1

0 0

1

0

,

2 ,

0 .

t t

u u

t t

t t

u a u

t t

t

u u

t

u g K s g s u s d s d

u M F t d g t u t d t

u t M t u t d t

     

     

 

  

 
  

  

 

 

 



         (42) 

bərabərsizliyinin ixtiyari   r
Rtu  , Tt   -lər üçün ödənməsidir. 

Bu (42) bərabərsizliyi optimallıq üçün ikinci tərtib zəruri şərt 

olub, kifayət qədər ümumi xarakter daşıyır. Ondan  tu  mümkün 

idarəsini xüsusi hallarda təyin edərək daha asan yoxlanıla bilən 

optimallıq şərtləri almaq mümkündür. 

İşdə  xüsusi halda  Lejandır-Klebş şərtinin analoqu da alınmış, 

sonra isə klassik mənada məxsusi idarələrin optimallıq şərti isbat 

edilmişdir, yəni Lejandır–Klebş şərtinin cırlaşdığı hal tədqiq 

edilmişdir. 

2.2 paraqrafında 

                          1 1 1 2 1
, , . . . ,

k
S u z t x a X a X   ,                       

 çox nöqtəli funksionalının 

                                  ,
r

RUхu  ,Хх                                        

                                   ,,,, Xxuaxga                                                

                                      
00

axa  ,                                                   

                           ,,,,,,, DxtzxtfzxtBzxtAz
xttx

                             

                           ,,
0

xaxtz  ,Xx   

                           ,,
0

tbxtz   ,,
10

ttTt                       

                          
000

atbxa  , 
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məhdudiyyətləri daxilində minimumunun tapılması məsələsinə 

baxılmışdır. İdarə oblastının açıq olması şərti daxilində Eyler 

tənliyinin analoqu isbat edilmiş və optimallıq üçün ikinci tərtib 

zəruri şərtlər alınmışdır4. 

2.3 paraqrafında birinci paraqrafda qoyulmuş məsələ idarə 

oblastı qabarıq olan halda tədqiq edilmiş, xəttiləşdirilmiş 

maksimum şərtinin analoqu isbat edilmiş və onun cırlaşdığı hal 

öyrənilərək kvaziməxsusi idarənin optimallıq şərti alınmışdır.  

2.4 paraqrafında (30) - (35) məsələsi öyrənilmişdir. Bu 

zaman U çoxluğu ixtiyari, boş olmayan çoxluq qəbul edilmiş və 

fərz edilmişdir ki,  uatg ,, vektor-funksiyası yalnız a -ya görə 

ikinci tərtib törəməyə malikdir. Bu fərziyyələr daxilində 

Pontryaginin  maksimum prinsipinin  analoqu isbat edilmiş və onun 

cırlaşdığı hal öyrənilmişdir. 

Elmi rəhbərim professor K.B.Mənsimova dissertasiya işində 

həll edilmiş məsələlərin qoyuluşuna, daimi diqqət və qayğısına görə 

dərin təşəkkürümü bildirirəm. 

NƏTİCƏ 

 

Dissertasiya işi Qursa-Darbu sistemi üçün toplanmış 

parametrli idarəli bir sinif optimal idarəetmə məsələsinin keyfiyyət 

tədqiqinə həsr edilmişdir (Qursa-Darbu sistemi üçün sərhəd optimal 

idarəetmə məsələsi). İş girişdən, iki fəsildən, nəticədən, sərti işarələr 

və istifadə edilmiş ədəbiyyat siyahısından ibarətdir. Dissertasiyanın 

birinci fəsli altı paraqrafdan ibarətdir. Baxılan xətti optimal 

idarəetmə məsələsində optimallıq üçün  Pontryaginin maksimum 

prinsipi tipli zəruri və kafi şərt isbat edilmiş, qeyri-xətti halda isə 

müxtəlif fərziyyələrlə, optimallıq üçün Pantryaginin maksimum 

                                                           

4  Сулейманова В.А. О многоточечных необходимых условиях 

оптимальности особых, в классическом смысле, управлений в одной 

граничной задаче управления системами Гурса-Дарбу // - Baku: Journal of 

Baku Engineering University Мathematics and computer science, - 2019. Volume 

3, Number 1, - р. 36-48.  
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prinsipi, xəttiləşdirilmiş maksimum prinsipi və Elyer tənliyinin 

analoqu şəklində optimallıq üçün zəruri şərtlər isbat edilmişdir. 

Ayrıca olaraq keyfiyyət meyarının və bərabərsizlik tip 

funksional məhdudiyyətlərin hamar olmadıqları hallar tədqiq 

edilmişdir. Minimaks məsələsi də tədqiq edilmişdir. 

Dissertasiyanın ikinci fəsli dörd paraqrafdan ibarətdir. Baxılan 

sərhəd optimal idarəetmə məsələlərində Pontryaginin maksimum 

prinsipinin, xəttiləşdirilmiş maksimum prinsipinin cırlaşdığı hallar, 

yəni məxsusi hallar tədqiq edilmişdir. İdarə oblastı açıq olan halda 

optimallıq üçün ikinci tərtib zəruri şərt alınmışdır. 



21 

Dissertasiyanın əsas nəticələri aşağıdakı əsərlərdə çap 

olunmuşdur 

 

1. Мансимов К.Б., Сулейманова В.А. Необходимые 

условия оптимальности второго порядка в одной 

граничной задаче оптимального управления системами 
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