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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

 

Актуальность темы и степень разработки.  Настоящая 

диссертация  посвящена одному направлению чистой 

математики, актуальному в теоретическом плане и, в тоже 

время, имеющему прикладные аспекты, а именно вопросам 

существования, не существования глобальных решений и 

асимптотике решений вблизи бесконечности  полулинейных 

эллиптических, параболических уравнений, а также систем в 

неограниченных областях. Математическое моделирование 

различных явлений и процессов механики, физики, 

гидродинамики, биологии сводится к исследованию некоторых 

вопросов для дифференциальных уравнений  с частными 

производными. Вплоть до 50-х годов XX века основным 

объектом изучения теории уравнений с частными производными 

служили линейные уравнения. Следует отметить, что к 

настоящему времени теория линейных уравнений с частными 

производными эллиптического и параболического типов 

достаточно хорошо изучена и имеется достаточное количество 

книг, монографий и статьей посвященных таким уравнениям.  

Примерно с середины прошлого века развитие 

функционального анализа дало сильный толчок  развитию 

теории нелинейных уравнений. Бурное развитие теории 

нелинейных уравнений связано еще с их тесной связью с 

задачами прикладного характера. Например, квазилинейное 

уравнение теплопроводности в определенных условиях 

описывает процессы электронной и ионной теплопроводности в 

плазме, адиабатическую фильтрацию газов и жидкостей в 

пористых средах, диффузию нейтронов и альфа-частиц; оно 

возникает при математическом моделировании процессов 

химической кинетики, различного рода биохимических реакций, 

процессов роста и миграции популяций и т.д. 

В начале XX века в связи с астрофизическими 

исследованиями Эмдена и Фаулера возникло уравнение 
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Оно также встречается в ядерной физике при изучении 

поведения электронов в тяжелом атоме в работах Томаса и 

Ферми.  

Математическое моделирование некоторых физических 

процессов, таких как, прогнозирование некоторых процессов 

теплопередачи, самовозгорание угля, собранного в шахтах, 

фильтрация воздуха в определенной среде, процесс разделения 

газов в закрытой среде и т. д. приводят к исследованию вопросов 

существования, единственности и устойчивости решений 

нелинейных дифференциальных уравнений. Тот факт, что 

состояние механических систем, описываемых нелинейными 

уравнениями, можно предсказать в любой момент времени, 

делает актуальным вопрос изучения существования глобальных 

решений таких уравнений (решений, которые могут быть 

определены в любой момент времени). 

     В настоящее время задачи, связанные с исследованием 

существования и отсутствия нетривиальных глобальных 

решений нелинейных дифференциальных уравнений и 

неравенств вызывают большой интерес, и имеется огромное 

количество работ посвящѐнных таким задачам. Например, 

можно перечислить работы следующих авторов: В.А. 

Кондратьев, А.А. Коньков, С.Д. Эйдельман, С.И. Похожаев, В.А. 

Галактианов, Г.Г. Лаптев, В.В. Курта, Ш.М. Насибов, Ф. И. 

Мамедов, A.B. Aliev, B. Sirakov, C. Bandle, M. Essen, H. Brezis, 

H. Berestycki, L. Nirenberg, M.-F. Bidaut-Veron, P. Lions, 

L.Vazquez, H. Chen, M. Fall, B. Gidas, J. Spruck, T. Kato, I. Kombe, 

V. Liskevich, Z. Sobol, V. Moroz, İ.İ. Skrypnik, Y. Pinchover, R.G. 

Pinsky,  A.Tesei, J. Serrin,  H. Zou, M. Surnachev, S.Terracini, Y. 

Uda, C.P.Wang, S. Zheng, X. Xu, H. Xiong, Y.T. Shen.,  Y. Yao, Qi. 

S. Zhang.  

Исторически одной из первых была изучена задача Коши 

для полулинейного параболического уравнения второго порядка 
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в полупространстве ),0( nR . В 1966 году Фуджита
1
 в своей 

знаменитой работе рассмотрел такую проблему:  

               
),0(),(),1(, 



 nq Rtxquu
t

u
                    (1) 

           .0)(,0)( 000  xuxuu t                                             (2) 

Известно, что для произвольного 1q
 

задача (1), (2) имеет 

локальное классическое решение. Ставиться вопрос: когда 

существует глобальное решение? Фуджита доказал, что 

существует значение 
n

qcr

2
1   такое, что если crqq 1 , то 

как бы мало не было 00 u
 
глобальное решение отсутствует, 

локальное решение определено в ограниченной области по t  и  

неограниченно растет. В то же время было доказано, что при 

crqq 
 
для

 
достаточно

 
маленьких

 0u  такое решение существует. 

Позже  было показано, что и в случае 
n

q
2

1
 

глобальные 

решения отсутствуют. Таким образом, появляется так 

называемый критический показатель нелинейности, 

разделяющий области значений степени q , в которых задача 

имеет или не имеет глобального решения.  Отсутствие 

глобального решения означает, что как бы мало ни было 

начальное возбуждение системы, при некотором конечном 

значении времени решение уходит на бесконечность, т. е. 

изучаемый процесс не является устойчивым. 

           После этой знаменитой работы Фуджиты начал широко 

изучаться вопрос о том, как размер нелинейности влияет на 

наличие и отсутствие глобального решения. Работа Фуджиты 

начала расширяться в различных направлениях. Например, 

                                           

1
 Fujita, H. On the blowing-up of solutions of the Cauchy problem for 

 1uuut  // J. Fac. Sci.Unix, Tokyo, Sect. I, 13, 1966, p.109-124. 
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вместо nR  брались различные ограниченные и неограниченные 

области, вместо оператора Лапласа–другие дифференциальные 

операторы, вместо нелинейности в уравнении (1) - нелинейности 

иного типа. Еще одно из возможных направлений 

распространения результата Фуджиты состоит в исследовании 

существования глобальных положительных решений у системы 

уравнений реакции-диффузии типа Фуджиты. Обзор таких работ 

имеется в статьях K. Deng, H.A. Levine
1
, M. Fila, A. Levine, Y.A. 

Uda
2
, в монографии С.И. Похожаев, Э. Митидиери

3
 и в книгах 

А.А. Самарский, В.А. Галактионов, С.П. Курдюмов, А.П. 

Михайлов
4
, P. Quittner and P. Souplet

5
. Заметим, что 

положительные решения представляют особый интерес из-за 

многообразия приложения, в которых участвуют неизвестные 

положительные величины. 

           Одним из основных критериев неугасающего интереса к 

существованию глобальных решений нелинейных уравнений 

эллиптического, параболического, гиперболического типа 

является то, что задачи такого типа имеют широкое применение 

в некоторых внутренних задачах механики, физики и в то же 

время математики. Например, в теории химических реакторов, в 

квантовой механике, механике жидкости, в биологи, в экологии  

и  т. д. 

                                           

1
Deng, K., Levine, H.A. The role of criticial exponents in blow-up theorems: the 

sequel. J. Math. Anal. Appl. 243 (2000), no. 1, 85-126.  
2
Fila, M., Levine, A., Uda, Y.A. Fujita-type global existence-global nonexistence 

theorem for a system of reaction diffusion equations with differing diffusivities,  

Math. Methods Appl. Sci.  17 (1994), 807-835. 
3
Пoxoжaeв, С.И., Митидиери Э.  Априорные оценки и   oтcyтствие 

peшeний нелинейных    ypaвнeний и неравенств в частных производных. // 

Труды МИАН, 234, Наука, М.,2001, 1-383. 
4
А.А. Самарский, В.А. Галактионов, С.П. Курдюмов, А.П. Михайлов  

Режимы с обострением в задачах для квазилинейных параболических 

уравнений. М.: Наука, 1987. 
5
 P. Quittner and P. Souplet  Superlinear Parabolic Problems, Berlin, 2007. 
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           Наряду с параболическими уравнениями также активно 

исследовались   вопросы существования или несуществования 

глобальных решений  нелинейных эллиптических и 

гиперболических уравнений и неравенств. Например, в 1980 

году Като
1
 доказал, что для гиперболической задачи 

критический показатель  отсутствия глобального решения.  

.
1

2
1




n
qcr

 
Вопросам существования глобальных решений 

стационарных полулинейных уравнений и неравенств, 

определенных в неограниченных областях, в математической 

литературе  тоже отводится значительное место. Стационарные 

уравнения описывая стационарные состояния для уравнений 

реакции-диффузии, которые повсеместно распространены в 

приложениях, также широко используются в некоторых 

внутренних задачах математики. Например, проблема 

нахождения точных оценок в теоремах вложения в 

пространствах Соболева сводится к проблеме существования 

глобальных решений стационарных нелинейных уравнений. 

Стационарные нелинейные уравнения во всем 
nR  имеют 

важные приложения в геометрии (см. работы W. Y. Ding и W.-M. 

Ni
2
, Qi.S. Zhang

3
) и результаты о несуществовании имеют 

прямое отношение к  геометрическим приложениям (см. работу 

C.E. Kenig and W.-M. Ni
4
). Для стационарных уравнений в 

                                           
1
 Като, T. Blow-up of solutions of some nonlinear hyperbolic equations // 

Commun. Pure and Appl. Math. 1980. V. 33. P. 501–505. 
2
 Ding, W. Y. and Ni, W. -M. On the elliptic equation ∆u + Ku(n+2)/(n−2) = 0 and 

related topics, Duke Math. J. 52 (1985), 485–506. 
3
 Zhang, Qi S. An optimal parabolic estimate and its applications in prescribing 

 scalar curvature on some open manifolds with Ricci > 0, Math. Ann. 316 (2000),  

703–731.  
4
 Kenig, C. E. and Ni, W. -M. An exterior Dirichlet problem with applications to 

some nonlinear equations arising in geometry, Amer. J. Math. 106 (1984), no. 3, 

689–702. 
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неограниченных областях, исторически сложившимися 

являются следующие две постановки задачи: найти условия, 

гарантирующие, что всякое решение из заданного класса 

тривиально (так называемые теоремы типа Лиувилля), и задача 

нахождения точных оценок при r  максимального значения 

решения на сфере радиуса r  с центром в некоторой 

фиксированной точке (теоремы типа Фрагмена-Линделефа). 

Хорошо известно, что любая неотрицательная гармоническая 

функция в nR  является константой. Интерес к целым  

 (глобальным) решениям стационарных нелинейных уравнений 

возник после пионерских работ Дж.Б. Келлера и Р. Оссермана. С 

тех пор на протяжении более, чем полувека интерес к этой 

проблематике не ослабевает, и к настоящему моменту накоплено 

поистине огромное количество публикаций. Упомянем лишь 

работы следующих авторов: Х. Берестуки, И. Капуззо-Долцета, 

Л. Ниренберг, Л. Росси, М.-Ф. Бидо-Верон, Х. Брезис, В. А. 

Штраусс, К. Кабре, Дж. Л. Вазкез, Л. Верон, Б. Гидас, Дж. 

Спрук, В.А. Кондратьев, Е.М. Ландис, В.В. Курта, Э. Митидиери 

и С. И. Похожаев. Имеется также ряд великолепных монографий 

и обзоров содержащих обширную библиографию. Отсутствие 

позитивных решений эллиптического уравнения означает, что 

существующие решения колеблются, что также важная 

информация в приложениях.  

Данная диссертационная работа посвящена получению 

такого рода результатов. Сначала исследуется вопрос о 

существовании глобального решения полулинейных 

параболических уравнений второго порядка с периодическими 

коэффициентами по времени и систем таких уравнений в 

неограниченной области. Затем изучается вопрос отсутствия 

неотрицательных глобальных решений полулинейных 

эллиптических, параболических уравнений и систем уравнений 

второго и четвертого порядка с сингулярным потенциалом  во 

внешних областях. В заключение изучается асимптотика 

решений полулинейных эллиптических уравнений второго 

порядка вокруг бесконечности в цилиндрической области. 
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Объект и предмет исследования. Основным объектом 

диссертационной работы являются полулинейные 

эллиптические, параболические уравнения и системы таких 

уравнений. Предметом исследования является отсутствие 

глобальных решений полулинейных эллиптических, 

параболических уравнений и систем уравнений в бесконечной 

области, а также исследование асимптотического поведения 

решений эллиптических уравнений в полуцилиндре. 

Цель и задачи исследования. Основная цель 

диссертационной работы – найти достаточные условия, 

обеспечивающие отсутствие положительных глобальных 

решений полулинейных параболических уравнений второго 

порядка с периодическими по времени коэффициентами и 

системы таких уравнений в бесконечной области. Получить 

результаты типа Фуджиты для параболических уравнений 

второго и четвертого порядков и систем таких уравнений с 

сингулярным потенциалом. Исследовать асимптотику вблизи 

бесконечности решений полулинейных эллиптических 

уравнений на полуцилиндре, удовлетворяющих однородному 

граничному условию Неймана на боковой поверхности.  

Методы  исследования.  При изучении рассматриваемых 

вопросов были использованы некоторые методы 

функционального анализа, теории обыкновенных 

дифференциальных уравнений и дифференциальных уравнений 

с частными производными, теории функциональных 

пространств и метод пробных функций. 

Основные положения, выносимые на защиту.  
1.  В цилиндре, где основание внешность некоторого компакта, 

исследование вопросов существования положительных 

глобальных решений полулинейных параболических 

уравнений с периодическими по времени коэффициентами со 

степенной и логарифмической нелинейностью, нахождение 

точных достаточных условий отсутствия таких решений и 

уточнение точности полученных условий. 

2. В цилиндре, где основание внешность некоторого компакта, 

исследование вопросов существования положительных 
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глобальных решений полулинейного параболического 

уравнения с периодическими коэффициентами по времени и 

с младшими членами, нахождение точных достаточных 

условий отсутствия таких решений и уточнение точности 

полученных условий. 

3. В цилиндре, где основание внешность некоторого компакта, 

исследование вопросов существования положительных 

глобальных решений полулинейного параболического 

уравнения с весом и периодическими коэффициентами по 

времени и нахождение точных достаточных условий 

отсутствия таких решений и уточнение точности полученных 

условий. 

4. В цилиндре, где основание внешность некоторого компакта, 

исследование вопросов существования положительных 

глобальных решений слабо связанных системы 

полулинейных параболических уравнений  с весом и 

периодическими коэффициентами по времени и нахождение 

точных достаточных условий отсутствия таких решений и 

уточнение точности полученных условий. 

5. В зависимости от веса, степени нелинейности, коэффициента 

сингулярности и размерности пространства, получение 

результата типа Фуджиты для полулинейного 

параболического уравнения с весом и с сингулярным 

потенциалом. 

6. В зависимости от степени нелинейности, коэффициента 

сингулярности и размерности пространства, получение 

результата типа Фуджиты для системы полулинейных 

параболических уравнений с сингулярным потенциалом. 

7. Исследование вопросов отсутствия глобальных решений 

полулинейного бигармонического уравнения с сингулярным 

потенциалом, и, в зависимости от степени нелинейности, 

коэффициента сингулярности и размерности пространства 

нахождение точного критического показателя.  

8. Исследование вопросов отсутствия глобальных решений 

полулинейного бигармонического уравнения типа Бауенди-

Грушина с сингулярным потенциалом, и, в зависимости от 
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степени нелинейности, коэффициента сингулярности и 

размерности пространства нахождение точного критического 

показателя. 

9. Исследование вопросов отсутствия глобальных решений 

слабосвязанной системы полулинейных бигармонических 

уравнений с сингулярным потенциалом, и, в зависимости от 

степени нелинейности, коэффициента сингулярности и 

размерности пространства, нахождение точного 

критического показателя. 

10. В полуцилиндре исследование асимптотического поведения 

решений вблизи бесконечности полулинейного 

эллиптического уравнения второго порядка с оператором 

Лапласа в главной части и с однородным граничным 

условием Неймана на боковой части полуцилиндра. 

11. В полуцилиндре исследование асимптотического поведения 

решений вблизи бесконечности полулинейного 

эллиптического уравнения второго порядка с дивергентной 

главной части и с однородным граничным условием Неймана 

на боковой части цилиндра. 

Научная новизна исследования. В диссертационной 

работе получены следующие новые результаты: 

1. Найдено достаточное условие, обеспечивающее отсутствие 

положительного глобального решения в неограниченной 

области полулинейных параболических уравнений   с 

периодическими по времени коэффициентами, со степенной 

и логарифмической нелинейностью; во всех случаях 

доказана точность полученных достаточных условий; 

2. В цилиндре, где основание внешность некоторого компакта, 

найден критический показатель отсутствия положительных 

глобальных решений полулинейного параболического 

уравнения  с младшими членами и периодическими по 

времени коэффициентами; 

3. В цилиндре, где основание  внешность некоторого компакта, 

найдено достаточное условие, обеспечивающее отсутствие 

положительных глобальных решений полулинейного 
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параболического уравнения  с весом в главной части и 

периодическими коэффициентами по времени; 

4. В цилиндре, где основание внешность некоторого компакта, 

найдено достаточное условие, обеспечивающее отсутствие 

положительных глобальных решений слабо связанной 

системы полулинейных параболических уравнений  с 

периодическими коэффициентами по времени;  

5. В зависимости от веса, степени нелинейности, коэффициента 

сингулярности и размерности пространства получен 

результат типа Фуджиты для полулинейного 

параболического уравнения с весом и с сингулярным 

потенциалом;  

6. В зависимости от степени нелинейности, коэффициента 

сингулярности и размерности пространства получен 

результат типа Фуджиты для системы полулинейных 

параболических уравнений второго порядка с сингулярным 

потенциалом;   

7.  В зависимости от степени нелинейности, коэффициента 

сингулярности и размерности пространства найден точный 

критический показатель отсутствия глобальных решений 

полулинейного бигармонического уравнения с сингулярным 

потенциалом; 

8.  В зависимости от степени нелинейности, коэффициента 

сингулярности и размерности пространства найден точный 

критический показатель отсутствия глобальных решений 

полулинейного бигармонического уравнения типа Бауенди-

Грушина с сингулярным потенциалом;  

9. Найдено достаточное условие обеспечивающее отсутствие 

глобальных решений слабосвязанной системы полулинейных 

бигармонических уравнений с сингулярным потенциалом; 

10. Получено асимптотическое поведение на бесконечности 

положительных и знакопеременных решений  полулинейных 

эллиптических уравнений второго порядка в полуцилиндре с 

однородным граничным условием Неймана на боковой 

поверхности. 
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Теоретическая и практическая ценность 

исследования. Результаты, полученные в диссертации, носят 

теоретический характер и в тоже время имеют прикладные 

аспекты. Эти результаты могут быть использованы в теории 

дифференциальных уравнений, в теоремах вложения, в 

некоторых задачах механики, физики, биологии, экологии и 

многих других областях.  

           Апробация и применение. Основные результаты 

диссертации докладывались на следующих семинарах: 

Механико-математического факультета Бакинского 

Государственного Университета (рук. проф. З.С.Алиев), 

Механико-математического факультета Бакинского 

Государственного Университета (рук. проф. Н.Ш.Искендеров), 

на общеинститутском семинаре Института Математики и 

Механики Министерства  Науки и Образования 

Азербайджанской Республики (рук. член-корр. НАНА, проф. 

М.Дж. Марданов), на семинарах кафедры Дифференциальные и 

интегральные уравнения Бакинского Государственного 

Университета (рук. проф. Я.Т. Мегралиева),  на семинаре отдела 

Уравнения математической физики Института Математики и 

Механики НАН Азербайджана (рук. член-корр. НАНА, проф. 

Р.В. Гусейнов), на семинаре отдела Уравнения математической 

физики Института Математики и Механики НАН Азербайджана 

(рук. А.Ф.Гулиев), на семинаре отдела Дифференциальные 

уравнения Института Математики и Механики НАН 

Азербайджана  (рук. проф. А.Б. Алиев). 

           Кроме этого, были сделаны доклады на следующих 

научных конференциях: на международной конференции по 

математике и механике, посвященной 50-летию со дня рождения 

чл.-корр. НАНА, профессора И.Т. Мамедова (Баку – 2005), на 

международной конференции по математике и механике 

посвященной 70-летному юбилею чл.-корр. НАНА, профессора 

Б.А. Искендерова ( Баку, 2006), на конференции посвященной 

100-летнему юбилею со дня рождения чл.-корр. НАНА, 

профессора Г. Ахмедова (Баку- 2007), на международной 

конференции «Актуальные проблемы математики и механики», 
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посвящѐнной 80-летному юбилею чл.-корр. НАНА, профессора  

Я. Мамедова (Баку, 27 декабря 2010 г.), на  международной 

конференции «Теория функций и проблемы гармонического 

анализа», посвященной 100-летнему юбилею акад. И.И. 

Ибрагимова (Баку, 2012 г.), на 6-й международной конференции 

по гашению и контролю искажений (10-13 сентября 2012 г., 

Чикаго, США), на европейском математическом конгрессе 

(TCM-2012), (02-07 июля. 2012, Краков), на  международной 

конференции «Актуальные проблемы математики и 

информатики»  посвященной 90-летию со дня рождения 

Общенационального лидера Гейдара Алиева (Баку, 2013 г.), на 

научной конференции «Актуальные проблемы математики и 

механики», посвященной 95-летию Бакинского 

Государственного Университета (2014 г.), на международной 

конференции «Актуальные проблемы математики и механики», 

посвящѐнной 55 летнему юбилею Института Математики и 

Механики НАНА (Баку 2014 г.), на VII международной 

конференции по математическому анализу, дифференциальным 

уравнениям и их приложениям - MADEA-7» (Баку 2015г.), на 

международном семинаре по «Негармоническому анализу и 

дифференциальным операторам» (Баку 2016 г.), на 

международной конференции «Современные проблемы 

математики и механики» посвящѐнной 80-летнему юбилею 

академика Акифа Гаджиева» (Баку 2017 г.), на международной 

конференции «Современные проблемы математики и механики» 

посвящѐнной 60-летнему юбилею Института Математики и 

Механики НАН Азербайджана (Баку 2019 г.),  на 

международной конференции «Операторы, функции и системы в 

математической физике», посвященной 70-летию проф. Г.А. 

Исаханлы (Баку, 2018), на международном семинаре  

«Спектральная теория и еѐ приложения», посвящѐнный 80-

летию выдающегося математика, академика Мираббаса 

Гасымова (Баку 2019 г.), на  научной конференции посвященной 

99-летию со дня рождения Общенационального лидера 

азербайджанского народа Гейдара Алиева (2022 г.), на 

международной конференции «Современные Проблемы 

https://imm60.imm.az/
https://imm60.imm.az/
https://imm60.imm.az/
https://imm60.imm.az/
https://mpmm.imm.az/ru
https://mpmm.imm.az/ru
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Математики и Механики», посвященной 110-летию со дня 

рождения академикa Ибрагим Ибрагимовa (Баку, 2022 г.),  на 

научной конференции «Diferensial və inteqral operatorlar»,  

посвященной 100-летнему юбилею Общенационального лидера 

Г.А. Алиева (Баку, 2023 г.), на международной конференции 

«Современные проблемы математики и механики» посвященной 

100-летнему юбилею Общенационального лидера Гейдара 

Алиева (26-28 апреля 2023 г. – Баку). 

           Личный вклад автора. Все результаты, полученные в 

диссертации, являются личным вкладом автора. 

           Публикации автора. Содержание диссертации отражено 

в 19 статьях и 23 тезисах, 9 из которых включены в 

международные обобщающие и индексирующие периодические 

издания. 

Наименование учреждения, где выполнена 

диссертационная работа. Диссертационная работа выполнена 

на кафедре «Дифференциальные и  интегральные уравнения» 

Механико-математического факультета Бакинского 

Государственного Университета. 

Структура и объѐм диссертации (в знаках, с указанием 

объѐма каждого структурного подразделения в отдельности) 

Общий объем диссертационной работы - 379055 знаков 

(титульная страница - 455 знаков, оглавление - 3472 знаков, 

введение 69010 знаков, первая глава - 136000 знаков, вторая 

глава - 28000 знаков, третья глава - 95401 знаков, четвѐртая 

глава - 44000 знаков, заключение - 2717 знаков). Список 

используемой литературы состоит из 244 наименований. 

 

Основное содержание диссертации. 

 

Диссертационная работа состоит из введения, четырех 

глав, включающих 12 параграфов, заключения и списка 

используемой литературы.   

Первая глава, состоящая из четырех параграфов, 

посвящена исследованию вопросов существования 

положительных глобальных решений полулинейных 

https://mpmm.imm.az/ru
https://mpmm.imm.az/ru
https://mpmm.imm.az/ru
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параболических уравнений с периодическими коэффициентами 

по времени в цилиндре, где основание есть внешность 

некоторого компакта содержащее начало координат. Вопросы 

существования  положительных периодических по времени 

глобальных решений параболических уравнений также были 

предметом многочисленных исследований и рассматривались в 

работах следующих авторов: M.J. Esteban, Y. Giga, N. Mizoguchi, 

N. Hirano, N. Mizoguchi, J. Huska. Среди ранних работ в этом 

направлении можно отметить работу Т. Сейдмана
1
, в которой 

исследовалось существование нетривиального периодического 

решения задачи 

,0),,0(),(,),( 





utxutxau
t

u q
 

где ,1q  ),( txa
 

- периодическая по t  функция, nR - 

ограниченная область. В дальнейшем существование 

периодических решений у этой задачи при 0q  исследовалось  

многими авторами. В работе A. Beltramo, P. Hess
2
 показано, что 

при 1q  и при специально выбранных ),( txa  это задача может 

иметь периодические решения. В работе M.J. Esteban
3
 

установлено, что при 2n   для любых 1q ,  а при 2n для 

любых 











2
,1
n

n
q  это задача имеет положительные 

периодические решения при любой положительной функции 

),( txa . Кроме того доказано, что если 2n  и 
2

2






n

n
q , то 

                                           
1
 Seidman, T. I. Periodic solutions of a non-linear parabolic equation, Journal of 

Differential Equations, vol. 19, no. 2, pp. 242-257, 1975. 
2
 A. Beltramo, and P. Hess On the principal eigenvalue of a periodic-parabolic 

operator, Communications in Partial Differential Equations, vol. 9, no. 9, pp. 919-

941, 1984. 
3
 Esteban, M. J. A remark on the existence of positive periodic solutions of 

superlinear parabolic problems, Proceedings of the American Mathematical 

Society, vol. 102, no. 1, pp. 131-136, 1988. 
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положительные периодические решения отсутствуют. При 

некоторых ограничениях на функцию ),( txa  в работе P. Quittner
1
 

установлено, что при любом 













2

2
,1
n

n
q  задача имеет 

положительные периодические решения.  

       Сначала вводиться следующие обозначения:  

 xrnRxxx n

n ,1,),...,( 1

22

1 ... nxx  , },:{ RxxBR   
 

}:{ 21, 21
RxRxB RR  , },:{ RxxBR  ),,0( TBQ R

R

T   

),,0(
21

21

,

,
TBQ RR

RR

T  ),,0(, TBQ R

R

T  ),,(  RR BQ

),,(}:{  RxxSR  ),,0(}:{ TRxxS R

T  - область  

в
nR , ),,0( TQT  Q ),(  . 

Под )(2/1,1

2 TQW  понимается пространство функций ),,( txu  

для которых  

),(),( txuTtxu  , )(),( 0,1

2 TQWtxu   и  

 

,)(
2

 


 k

k dxxuk  

где 

                           











T

k dtt
T

iktxu
T

xu
0

2
exp),(

1
)(


. 

           Норма в этом пространстве определяется равенством 

 


 


k

kQLQLQW
dxxukuuu

TTT

22

)(

2

)(

2

)(
)(

22
2/1,1

2

                    

Через )(
2/1,1

2 TQW


 обозначается пополнение )(,0

TQC   по норме 

                                           
1
 P. Quittner  Multiple equilibria, periodic solutions and a priori bounds for 

solutions in superlinear parabolic problems, Nonlinear Differential Equations and 

Applications, vol. 11, no. 2, pp. 237-258, 2004. 



18 

)(
2/,,1

2 TQW
 , где )(,0

TQC   - множество бесконечно гладких, T - 

периодических по t  функций, которые в окрестности   равны 

нулю. 

            Параграф 1.1 начинается с вопроса о существовании 

положительных глобальных решений уравнения 

)),(( utxAdiv
t

u





uutxa

p 1

0 ),(


                         (3)                         

в цилиндре );( Q , где  - внешность компакта в nR
 

содержащая начало координат, 1p ,  n
jiij txatxA

1,
),(),(


   

симметрическая матрица, ),(),,( 0 txatxaij - ограниченные, 

измеримые функции такие, что ),,(),( txaTtxa ijij 
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           Решение уравнения (3) называется функция 

),()(),( loc,

2/1,1

loc,2 TT QLQWtxu   которая удовлетворяет 

интегральному тождеству 
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для любой функции  )(),(
2/1,1

2 TQWtx


 . 

           Обозначим 

.)),((:0
t

u
utxAdivuL






 
   При доказательстве основных теорем этого параграфа 

используются следующие две важные леммы. 

           

Лемма 1.1. Пусть 3n  и )(),( ,
2

1
,1

,2
 R

Tloc QWtxu  

непрерывная, неотрицательная функция в  R

T

R

T

R

T SQQ   ,,  

такая, что 00 uL  в 
,R

TQ  и 0),( txu  на .R

TS  Тогда существует 

00  const
 
такая, что ,),(

2

0

n
xtxu


 .),( , R

TQtx

             Рассмотрим следующее линейное уравнение  

   
utxQutxAdiv

t

u
),()),(( 




   в   ,,R

TQ                (5) 

где коэффициенты ),( txaij  
удовлетворяют условию (4), 

).(),(),,(),( ,

,



 R

Tloc QLtxQtxQTtxQ  

           Лемма 1.2. Существует константа ,00 С  зависящая от 

 1,n и 2  такая, что если ,),(
2

0

x

C
txQ   то уравнение (5) не 

 имеет положительных суперрешений в .,R

TQ  
           Верна следующая теорема. 

           Теорема 1.1. Пусть ,0,),(,3 0  constCxCtxan


 

2  и 0)1)(2(2  pn . Тогда уравнение (3) не имеет 

положительных решений в TQ . 

           Сначала показывается, что полученная оценка в теореме 

точная, т.е. в случае 0)1)(2(2  pn  уравнение вида (3) 

может иметь положительные решения. 

           Для этого в 
,R

TQ  рассматривается уравнение  
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,0
1

0 






uuxau

t

u
Lu

p
                      (6) 

где 3,2,1,00  npconsta  .  Тогда прямым 

вычислением можно показать, что функция  

0]
)1(

)2(

1

)2)(2(
[),( 1

2
1

1

2

2

1

1

0 








 







p
p

p x
pp

n
atxu


 

есть положительное решение уравнения (6) при условии 

.0)1)(2(2  pn  

           Теорема 1.2. Пусть 3n , ,ln),(0 xxCtxa s
  

0 constC . Если 0)1)(2(2  pn , ),( s  или 

0)1)(2(2  pn , 1s , то уравнение (3) не имеет 

положительных решений в 1,,  RQR

T . 

           Показывается, что условия теоремы 1.2 являются 

точными, т.е. при 0)1)(2(2  pn , ),( s  или 

0)1)(2(2  pn , 1s  уравнение (3) может иметь 

положительные решения. Для этого в ,R

TQ
 

рассматривается 

уравнение
 

,0)(ln
1

0 






uuxxau

t

u ps
                      (7) 

где 3,2,1,00  npconsta  , и показывается, что при 

указанных условиях уравнение (7) имеет положительное 

решение. Это решение ищется в виде )()( ruxu  . Тогда после 

некоторых замен уравнение (7) приводится к обыкновенному 

дифференциальному уравнению  

       
0)(ln)2(

1)2/())1)(2(2(2)2(

0 
   psnpns

rr na .         (8) 

           Известно, что уравнение  

0)(,1,0)(
1




 qpq
p

 

имеет знакопостоянное решение, если 
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.)(
0




 dq                                           (9) 

 Очевидно, что если 0)1)(2(2  pn , ),( s  

или 0)1)(2(2  pn , 1s , то для уравнения (8) условие 

(9) выполнено. Значит, уравнение (8) имеет положительное 

решение. Тогда возвращаясь назад получим, что и уравнение (7) 

тоже имеет положительное решение. 

            В конце параграфа 1.1 в цилиндре );( Q  
рассматривается уравнение 

,)1(ln),(),( 1

0

1,

uutxa
x

u
txa

xt

u p
n

ji j

ij

i



























 



         (10) 

где
 

1p , коэффициенты ),(),,( 0 txatxaij  тоже ограниченные 

измеримые, T - периодические по t  функции и удовлетворяют 

условию (4). 

           Для этого уравнения доказывается следующая теорема. 

           Теорема 1.3. Пусть 0,),(,3 0  constCxCtxan


 и  

.0)1)(2(2  pn Тогда уравнение (10) не имеет 

положительных решений в Q . 

   Показывается, что полученная оценка в теореме точная, 

т.е. в случае 0)1)(2(2  pn  уравнение (10) имеет 

положительные решения. Для этого в 
,R

TQ  рассматривается 

уравнение 

,0)1(ln 1

0 



  uuxau

t

u
Lu p

               (11) 

 где 3,2,1,00  npconsta  .  

Методом    верхних    и    нижних    функций    

доказывается,    что   при 0)1)(2(2  pn  уравнение (11) 

имеет положительное решение. 
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           Теорема 1.4. Пусть  1n   или  

2,),(,2 0  


xCtxan , 0 constC . Тогда при любой 

1p  уравнение (10) не имеет положительных решений в ,R

TQ . 

           В параграфе 1.2 в цилиндре );( Q   исследуется 

вопрос о существовании положительных решений уравнения  

),,,()),(( utxhutxAdiv
t

u





                      (12) 

где  -внешность компакта в nR  содержащая начало координат, 

,3n  n
jiij txatxA

1,
),(),(


 , ),( txaij  также ограничены измеримы, 

T -периодические по t  функции и удовлетворяют условию (4), 

RQutxh  ),0[:),,(  измеримая функция и 

).()),(,,( , Tloc QLtxutxh   

            Под решением уравнения (12) понимается функция 

),()(),( loc,

2/1,1

loc,2 TT QLQWtxu   которая удовлетворяет  

интегральному тождеству 

   



  T TQ Q

k

k

k

k dxdtutxhdxdtutxAdxxxuik  ),,(),),(()()(2  

для любой )(),(
2

1
,1

2

0

TQWtx  . 

           Как видно здесь нелинейность имеет более общий вид, а 

именно предполагается, что для всех Qtx ),(
 

0),(
~

),,(  uxhutxh  и ),0[),0[:
~

h  есть функция, 

удовлетворяющая следующим условиям (H):  

a) для любого eBx   

                                   
1

1),(
~

s

sxh

2

2),(
~

s

sxh
   если  ,021  ss  

b) для любого ,0  

                                 ,),(
~

inflim 0

2
Cxxxh

nn

x





  
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Если b) не выполняется, то предполагается, что 

b1) существует  )1,0(1   такое, что для любого 0  

                                0)(ln),(
~

inflim 1
2






 xxxxh
nn

x
, 

или 

b2) существует 1  такое, что для любого 0,0    

0)(ln))(ln,(
~

inflim 12




 xxxxxh
nn

x
, 

и 

b3) существует 02   такое, что для любого ,0  

                                0

2

2

2

)(ln

))(ln,(
~

inflim C
xx

xxxh
n

n

x






 






. 

            Верна следующая теорема. 

           Теорема 1.5.  Пусть 3n , ),( txA   удовлетворяет 

условию (4). Тогда,  если выполняются условия (H), то уравнение 

(12) не имеет положительных решений в Q . 

           В параграфе 1.3 в области 
R

Q  рассматривается уравнение  

  ,),(
1

0 uutxauAxdiv
t

u q




 
                 (13) 

где  n
jiij txatxAAq

1,
),(),(,2,1


  , ),(),,( 0 txatxaij - 

ограниченные, измеримые,  T  - периодические по t  функции и 

выполняется условие (4). 

           Функция ),( txu  называется решением уравнения (13) в 

,R

TQ , если )()(),( ,

,

,2

1
,1

2





  R

Tloc

R

T QLQWtxu  и для любой 

)(),( ,2

1
,1

2

0
 R

TQWtx  выполняется следующее интегральное 

тождество: 

  




 


,

),()()()(2
R
TQk

kk dxdtuAxdxxxuik 

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





,

1

0 ),(
R
TQ

q
dxdtuutxa  . 

            Доказываются следующие вспомогательные факты.  

            Обозначим: 

                                        
t

u
uAxdivLu







. 

           Лемма 1.3. Пусть )(),( ,

,



 R

Tloc QLtxW , 

),(),( txWTtxW  . Если ),(0 txu  есть решение неравенства 

0WuLu , тогда для любой )()( 0 RBCxf  
 выполняется 

неравенство 

                             





R
R
T BQ

dxfxCdxdtxftxW 22 )()(),(
,


. 

           Лемма 1.4. Пусть 22,3  nn , неотрицательная, 

непрерывная  на 
,R

TQ
 

функция )(),( ,2

1
,1

,2

 R

Tloc QWtxu  

удовлетворяет неравенству 0Lu  в 
,R

TQ  и 0),( txu  на RS . 

Тогда существует 00  const , такая, что 






n

xtxu
2

0),(   

для   ,),( R

TQtx . 

           Лемма 1.5. Пусть 2  и ),( tx  неотрицательное 

решение уравнения 0
22 





xL  в 

,R

TQ . Тогда для R2  

справедливо следующее неравенство 

        





2/5,2/2.

222






TT QQ

dxdtxCdxdtx . 

           Лемма 1.6. Пусть ),(),(0,2 ,

,



 R

Tloc QLtxW  

),(),( txWTtxW   и 


),(
2

txWx


,  при x . Тогда 

положительного решения неравенства 0),(  utxWLu  в ,R

TQ
 

не существует. 

           Лемма 1.7. Пусть ),(),(0,2 ,

,



 R

Tloc QLtxWn  

),(),( txWTtxW   и ),(ln txWxx
n

 при .x  Тогда не 
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существует положительное решение неравенства 

0),(  utxWLu  в ,R

TQ . 

           Используя эти леммы доказываются следующие теоремы. 

           Теорема 1.6. Пусть ,1,3  qn ,22  n  

,),(0


xCtxa  ,R .0 constC  Если 

0)1)(2(2  qn  , то уравнение (13) не имеет 

положительных решений в ,R

TQ . 

           Теорема 1.7. Пусть ,1,3  qn ,2 n ,),(0


xCtxa   

,R  0 constC . Тогда для каждого 1),,(  q  

уравнение  (13) не имеет положительных решений в ,R

TQ . 

           Показывается, что полученная оценка  не существования 

положительных решений точная. Для этого рассматривается 

уравнение 

  uuxuxdiv
t

u q 1




 
                          (14) 

 и решение ищется в виде  

                                             


 xAtxu ),( . 

           Подставляя это в уравнение, показывается, что при 

0)1)(2(2  qn   уравнение (14) имеет 

положительное решение

                   

        

1

21

1

1

)1)(2(1

1

1
),( 






















 q

q

x
q

qn

q
txu


. 

 

           В  параграфе 1.4 первой главы в цилиндре 

),( Q  рассматривается следующее уравнение 

  
,

1
uuxCLu

t

u p




 
                                 (15) 
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где

      
),,(),(),)((),(),(

11,

txutxBtxuAdiv
x

u
txb

x

u
txa

x
L

n

i i

i

n

ji j

ij

i




























 



 

    
)),(),...,,((),(,)),((),( 11, txbtxbtxBtxatxAA n

n

jiij   . 

 Предполагается, что 2,1,3  pn , коэффициенты 

),(),,( txbtxa iij  измеримые, T  периодические функции по t  в 

),( nR  и ),( txaij  удовлетворяют следующим условиям: 

I) ),( txA  симметрическая матрица, ),( txaij  Гельдерова 

непрерывные функции в ),( nR  и существует константа 

1  такая, что ItxAI   ),(1  для всех ],0[),( TRtx n  .  

           Полулинейные уравнения с младшими членами 

рассмотрены в работах следующих авторов: C. Budd, V. 

Galaktionov, V. Kondratiev, V. Liskevich, Z. Sobol, V. Moroz,  D. 

Smets, A. Tesei, Qi S. Zhang. 

 Решение уравнения (15) понимается в обобщенном 

смысле. Функция ),( txu  называется обобщенным решением 

уравнения (15), если )()(),( ,
2

1
,1

,2 TlocTloc QLQWtxu  , 

)(,1 Tloc QLuB   и для любой )(),(
2

1
,1

2

0

TQWtx   выполняется 

интегральное тождество 

                  







  








TQ

n

ji ij

ijkk

k

dxdt
xx

u
txadxxuik

1,

),()()(2


  

                     .),(
1

1












TT Q

p

Q

n

i i

i dxdtuuxCdxdt
x

u
txb 


 

 Определение. Пусть )()( ,1

n

loc RLxH  . Говорят, что 

)(xH  принадлежит классу  ,1
ˆ

nK , если 
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                            








n
n

R

n
Rx

n dy
yx

yH
HM

11

)(
sup)( . 

 Предполагается, что ),( txB  удовлетворяет следующим 

условиям: 

 II) )(),( 3 xVCtxB  , где  ,1
ˆ)( nKxV  и существует такая 

0 , что .)(1  VM n  

 III)  Существуют константы )1,0(,04  C  такие, что 

                                




,,

2

4

2
2

R
T

R
T QQ

dxdtCdxdtB  , 

0),(),()1(
,, 1,1,














   

  R
T

R
T Q

n

ji i

i

Q

n

ji ij

ij dxdt
x

txbdxdt
xx

txa 


  

для любой )(),( ,2

1
,1

2

0
 R

TQWtx , где  ,: R
TQ

BXB ,  ,R
TQ

X
 
 

характеристическая функция области ,R

TQ . 

 Доказываются следующие вспомогательные леммы. 

 Лемма 1.8. Пусть ),(),,( txBtxA  удовлетворяют 

условиям I), II), III) и ),( txu  неотрицательное решение 

неравенства  0





t

u
Lu  в 

,0R

TQ  такая, что 0
0


Rx

u . Тогда 

существуют константы 00 , RRC   такие, что 
n

xCtxu



2

0),(  в 

.,R

TQ  

 Лемма 1.9. Пусть условия леммы 1.8 выполнены, 

)(),(0
,0 

R

Tloc QLtxW , ),(),( txWTtxW   и ),(
2

txWx
 
при 

x . Тогда в цилиндре 
,0R

TQ  не существует положительных 

решений неравенства 

0),( 





t

u
utxWLu . 

 В цилиндре 
,0R

TQ  рассматривается уравнение  
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,0* 



 vL

t

v
                                         (16) 

где 

).),((),(
11,

* vtxb
xx

v
txa

x
vL i

n

i ij

ij

n

ji i


 
























  

 Лемма 1.10. Пусть выполняются условия I), II), III). 

Существует такая 0 , что при выполнении условия II) с 

такой   уравнение (16) имеет решение ),( txv  в 
,0R

TQ  и 

109 ),( CtxvC  ,   1090 CC . 

 В ,R

TQ  рассматривается линейное уравнение 

,0
2

1 






vxLv

t

v
                                  (17) 

где 1  достаточно маленькое положительное число. 

 Лемма 1.11. Пусть выполняются условия леммы 1.10, и 

),( txv  неотрицательное решение уравнения (17) в 
,R

TQ , такое, 

что 0
0


Rx

v . Тогда существуют константы RRC  111 ,0 , 

такие, что xxCtxv
n
log),(

2

11


  при 1Rx  . 

           Используя эти леммы доказывается следующая теорема. 

           Теорема 1.8. Пусть выполняются условия I), II), III) и 

2,1,3  pn . Тогда существует такая 0 , что при 

выполнении условия II) с такой   уравнение (15) при 

0)1)(2(2  pn  не имеет положительных решений в TQ . 

           В последнем параграфе главы I в области RQ  изучается 

следующая слабо связанная система уравнений относительно 

неизвестных функций u  и v : 

,)(,)(
2211 qq

uxvAdiv
t

v
vxuAdiv

t

u 










       (18) 

где 1, 21 qq  - константы, 
n

jiij txaA ,)),((  - симметричная  

матрица )( jiij aa  , элементы ),( txaij - ограниченные, измеримые, 

T  - периодические функции и удовлетворяют условию (4). 
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           Решением системы (18) называются такие пары функций 

)),(),,(( txvtxu , что   )(, ,

,

,21,1

,2





  R

Tloc

R

Tloc QLQWvu  и для любой 

  ,21,1

2),( R

TQWtx


  выполняются следующие интегральные 

тождества: 











 ,

11

,

),()()()(2
R
T

R
TR Q

q

QB

kk

k

dxdtvxdxdtuAdxxxuik 


, 











 ,

22

,

),()()()(2
R
T

R
TR Q

q

QB

kk

k

dxdtuxdxdtvAdxxxvik 


. 

           Верна следующая теорема. 

           Теорема 1.9. Пусть RRqqn  2121 ,,1,1,3  . 

Если выполняется неравенство  

2
1

2)2(
,

1

2)2(
max

21

212

21

121 















n

qq

q

qq

q 
, то  система 

(15) не имеет положительных решений в области RQ . 

           Показывается, что при 

   2
1

2)2(

21

121
1 




 n

qq

q 
  и  2

1

2)2(

21

212
2 




 n

qq

q 
 , 

система               

11 q
vxu

t

u 





,   

22 q
uxv

t

v 





                               

имеет глобальное положительное решение ),( vu  в виде 

21
,

 
 xBvxAu , где константы A  и B  удовлетворяют 

равенствам
                    

 

0)2( 1

11 
q

BnA  ,   .0)2( 2

22 
q

AnB 
 

           В главе 2 исследуются задачи типа Фуджиты для 

полулинейного параболического уравнения с сингулярным 

потенциалом и системы таких уравнений  

           В первом параграфе в цилиндре, где основание есть 

внешность некоторого компакта, содержащая начало координат, 

рассматривается полулинейное параболическое уравнение с 
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весом, с сингулярным потенциалом, а во втором параграфе в 

таком же цилиндре рассматривается система полулинейных 

параболических уравнений второго порядка с сингулярным 

потенциалом. В зависимости от веса, степени нелинейности, 

коэффициента сингулярности, размерности пространства, 

найдено достаточное условие обеспечивающее отсутствие 

глобальных решений. Результаты типа Фуджиты для систем 

нелинейных эллиптических, параболических уравнений ранее 

исследовалось в работах Gabriella Caristi; H. Chen,  R. Peng and F. 

Zhou; M. Escobedo, M.A. Herrero; M. Escobedo and H. A. Levine; 

Wei Guo,  Wenjie Gao, Bin Guo; K. Mochizuki and Q. Huang; A. 

Quaas, B. Sirakov; J. Serrin, H. Zou; Faten Toumi; Y. Uda. 

           Используются следующие обозначения: 

),,0(),,0(  RRRR BQBQ  )(1,2

, Rtx QC  - множество функций 

дважды непрерывно  дифференцируемых по x  и непрерывно 

дифференцируемых по t  в RQ . 

           В параграфе 2.1,  в области RQ , рассматривается 

следующая задача: 

  q
uxuxCuxdiv

t

u 




 2

0 ,                     (19) 

0)(00



xuu

t
,                                                     (20) 

где ).()(,
2

2
0,02,2,1 0

2

0 RBCxu
n

Cq 






 



   

           Исследуется вопрос существования неотрицательных 

глобальных решений этой задачи. Решение понимается в 

классическом смысле.  

           Вводятся обозначения: 

D
n

CCD
n

C 









 
 

2

2
,,

2

2
0

*

0

2

*

0





. 

           Доказывается следующая теорема. 



31 

           Теорема 2.1. Пусть 02,2,1,3  qn  и при 

*

000 CC  , 
n

q







 2
1 , а при *

00 CC  , 
n

q







 2
1 . 

Тогда задача (19), (20) не имеет глобальных неотрицательных 

решений. 

           В параграфе 2.2, в области RQ , рассматривается система 

уравнений 























22

11

2

2
2

2

1
1

q

q

uxv
x

C
v

t

v

vxu
x

C
u

t

u









                          (21) 

с начальным условием 

)(),( 0000
xvvxuu

tt



,                             (22) 

где )()(),( 00 RBCxvxu  , 0)(,0)( 00  xvxu , ,2,0  ii 

 2

2

2
0 







 


n
C ii  , 2,1,1  iqi . 

           Под глобальным решением задачи (21), (22) понимается 

такие пары функций ),,( vu  что )),0[()(, 1,2

,  RRtx BCQCvu ,  и 

vu,  удовлетворяют системе (21) в каждой точке RQ  и 

начальному условию (22) при .0t  

           Вводятся обозначения: 

                      
1

1

2

1
2

2



Cn
D 







 
 ,  

2

2

2

2
2

2



Cn
D 







 
 , 

                           ,
2

2
,

2

2
1111 D

n
D

n






    

                           ,
2

2
,

2

2
2222 D

n
D

n






    

                               n
qq

q





 

1

21

211
1

1

)2(2



 , 
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                                n
qq

q





 

2

21

122
2

1

)2(2



 . 

 

           Теорема 2.2. Пусть ,2,0,2  iin   
2

2

2
0 







 


n
C ii   и ,0),max( 21 

 
2,1i . Если 

0),(,0),(  txvtxu  есть решение задачи (21), (22), то 

0),(,0),(  txvtxu . 

           Глава 3, состоящая из трех параграфов посвящена вопросу 

существования неотрицательных решений полулинейных 

эллиптических, параболических уравнений с бигармоническим 

оператором в главной части и систем таких уравнений. 

           В  первых двух параграфах этой главы исследуется вопрос  

об отсутствии глобальных решений полулинейных 

эллиптических, параболических уравнений четвертого порядка с 

сингулярным потенциалом, и,  в зависимости от степени 

нелинейности, коэффициента сингулярности и размерности 

пространства, найден точный критический показатель. В третьем 

параграфе найден точный критический показатель отсутствия 

глобальных решений системы полулинейных параболических 

уравнений четвертого порядка с сингулярным потенциалом. 

           Аналогичные вопросы для слабо нелинейных уравнений с 

бигармоническим оператором рассмотрены различными 

авторами: Г.Г. Лаптев, Ю.В. Володин, X.Xu, V. Ghergu, S.D. 

Taliaferro, H. Xiong, Y.T. She, P.C. Carriao, R. Demarque, O.H. 

Miyagaki, Y. Yao, R. Wang, Y. Shen. 

           В параграфе 3.1, сначала в RB  исследуется уравнение  

0
4

2 
q

uxu
x

C
u


,                                (23) 

где )(,4,)4/)4((0,1 22 uunnCq   . 

           Изучается вопрос о несуществовании глобального 

решения уравнения (23), удовлетворяющего условиям 
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0
 RB

udx , .0
 RB

udx                                    (24) 

 Под глобальным решением задачи (23),(24) понимается 

функция )()( 4

RBCxu  , удовлетворяющая условию (24) на 

границе и уравнению (23) в каждой точке RB . 

          Для краткости записи вводятся обозначения: 

                  








 
 D

n
DCn 1

2

2
,)2(

2

2 .  

          Доказывается следующая теорема. 

          Теорема 3.1. Пусть 2)4/)4((0,4,4  nnCn   и 










2/)4(

4
11

n
q . Если )(xu  решение уравнения (23) в RB , 

удовлетворяющее условию (24), то 0u . 

          Затем в параграфе 3.1 в области RQ  рассматривается 

следующая задача: 

 

 
























  




T T

B

p

B

t

qpp

Tdxdtuudxdt

xuu

uxu
x

C
u

t

u
x

RR0 0

00

4

02

)27(,0,0,0

)26(,0

)25(


 

где  ,
4

)4(
0,1,4

2

0 






 


nn
Cqn ,4  )()(0 RBCxu  .  

          Функция )),0[()(),( 0,2

,

1,4

,  RtxRtx BCQCtxu  называется 

решением задачи (25)-(27), если ),( txu  удовлетворяет 

уравнению (25) в каждой точке RQ , условию (26) при 0t  и 

условию (27) при Rx  .  Здесь )(1,4

, Rtx QC   - множество функций, 
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четырежды непрерывно дифференцируемых по x   и непрерывно 

дифференцируемых по t   в RQ . 
           Верна следующая теорема. 

           Теорема 3.2. Пусть qpn  1,4,4  , 
2

0
4

)4(
0 







 


nn
C и 











2

4

4

n
pq . Если ),( txu  решение 

задачи (25)-(27), то    0),( txu . 

           В параграфе 3.2 изучается вопрос отсутствия 

неотрицательных решений уравнений типа Бауенди-Грушина с 

бигармоническим оператором в главной части. Уравнения типа 

Бауенди-Грушина рассматривались в работах M.S.Baouendi; 

Lorenzo D’Ambrosioa,  and Sandra Lucente; V.A.  Grushin; I. 

Kombe; Farman Mamedov и т.д..  

            Вводятся следующие обозначения:           





m

i

i
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},:R{)( rxxrS n

x  },:R{)( ryyrS m
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},:R{),(),()()( 2121 rxrxrrBrBrBrB n

xyx   

},:R{),( 2121 ryrxrrB m

y   ),,(),(),( 212121 rrBrrBrrB yx 
 

)(\R)(),(\R)( RBRBRBRB y

m

yx

n

x  , ),()()( RBRBRB yx


 
)()()()()( RSRBRBRSRB yxyx  , .)1(,)1( BBBB yxx

  

  В области )(RB  рассматривается уравнение 
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     Исследуется вопрос отсутствия решений уравнения, 

удовлетворяющих следующим условиям: 

                                  
0,0  uu  на )(RB .                           (29) 

  Решение задачи (28),(29) понимается в классическом 

смысле, а именно функция )()(),( 34

RR BCBCyxu   

удовлетворяющая уравнению (28) в каждой точке и условию 

(29) на RB , называется глобальным решением задачи (28),(29). 

  Вводятся обозначения: 
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 Основным результатом этого параграфа является 

следующая теорема: 

          Теорема 3.3. Пусть ,4,4,4  mn 
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Если ),( yxu  решение задачи (28),(29), то 0u . 

 

           В  параграфе 3.3 в области RQ  рассматривается система 

уравнений 
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           Под глобальным решением задачи (30)-(32) понимается 

пара функций ),( 21 uu , таких, что 

)),0(()(),(),,( 0,3

,

1,4

,21  RtxRtx BCQCtxutxu )),0[( 1  BC  и 

удовлетворяют системе (30) в каждой точке, начальному 

условию (31) и условиям (32). 
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 Используются следующие обозначения: 
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           Теорема 3.4.  Предположим, что 1,4  in  , 

2

4

)4(
0 







 


nn
Ci и iiq 1 , ),(),(,0),max( 212121   qq  

в случае ,11   ),(),( 2121 qq  в случае 2,1,12  i . Тогда 

нетривиальные глобальные решения задачи (30)-(32) не 

существуют. 

           Глава 4 посвящена исследованию асимптотического 

поведения вблизи бесконечности решений полулинейных 

эллиптических уравнений второго порядка на полуцилиндре, 

удовлетворяющих однородному условию Неймана на боковой 

поверхности.  

           В параграфе 4.1 исследуется асимптотическое поведение 

решений вблизи бесконечности полулинейного эллиптического 

уравнения второго порядка с оператором Лапласа в главной 
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части. Аналогичные задачи с нелинейностью вида uu
1

 

исследованы в работах Wei Guo,  Xinyue Wang and Mingjun 

Zhou; T.S. Khachlayev; V.A. Kondratiev, Yu.V Egorov, O.A 

Oleinik; V.A. Kondratiev, L.Veron; A. Pazy; Y. Pinchover. 

          Пусть G  ограниченная область в 
nR  с Липшицевой 

границей. Вводятся обозначения:   

),(,),,( ,,, baGbaG baaaba   , aa  , . 

          В параграфе 4.1  изучается поведение на бесконечности 

решения уравнения 
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uuutt                                  (33) 

удовлетворяющего условию 
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где ,1  n  единичный вектор внешней нормали к G . 

  В качестве решения задачи (33),(34) понимается 

обобщенное решение. Функция ),( txu  называется  обобщенным 

решением уравнения (33), удовлетворяющим условию (34), если 
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для любой функции )(),( ,

1

2 baWtx   такой, что 

.0),(),(  bxax   

          Основным результатом этого параграфа является 

следующая теорема. 

          Теорема 4.1. а) Если 0),( txu  решение уравнения (33), 

удовлетворяющее условию (34), тогда ;),( 1
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б) Если ),( txu  решение уравнения (33), удовлетворяющее 

условию (34), которое меняет знак в каждой области ,0,  aa  

то 

),(),( hteOtxu   

где h  не зависит от ),( txu . 

          В параграфе 4.2 исследуется  поведение на бесконечности 

решений уравнения: 

    0)1( 
 utLuutt  в 0П                          (35) 

удовлетворяющих условию: 
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где n,2,1   -единичный вектор внешней нормали к G   и 

L  - оператор вида 
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коэффициенты )(),( xaxа iij  ограниченные, измеримые функции, 

jiij aa    и выполнено условие (4). 

          Основным результатом этого параграфа является 

следующая теорема. 

 Теорема 4.2. а) Если 0),( txu  решение уравнения (35), 

удовлетворяющее условию (36), тогда ).(),( 1

2
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
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 
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б) Если ),( txu  решение уравнения (35), удовлетворяющее 

условию (36), которое меняет знак в каждой области ,0, aПa    

тогда 

).(),( hteOtxu   

где h  не зависит от ).,( txu  
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Выводы 

 

           Диссертационная работа  посвящена вопросам 

существования глобальных решений и асимптотике решений 

вблизи бесконечности  полулинейных эллиптических, 

параболических уравнений второго и четвертого порядков, а 

также систем таких уравнений в неограниченных областях. 

           Сначала решается задача об отсутствии глобальных 

решений полулинейных параболических уравнений с 

периодическими по времени коэффициентами и системы таких 

уравнений, а затем полулинейных эллиптических и 

параболических уравнений второго и четвертого порядка с 

сингулярным потенциалом и систем таких уравнений. Изучено 

также асимптотическое поведение решений полулинейных 

эллиптических уравнений вблизи бесконечности в 

цилиндрической области. 

В диссертационной работе получены следующие новые 

результаты: 

1. Найдено достаточное условие, обеспечивающее отсутствие 

положительного глобального решения в неограниченной 

области полулинейных параболических уравнений   с 

периодическими по времени коэффициентами со степенной и 

логарифмической нелинейностью; во всех случаях доказана 

точность полученных достаточных условий; 

2. В цилиндре, где основание внешность некоторого компакта, 

найден критический показатель отсутствия положительных 

глобальных решений полулинейного параболического 

уравнения с младшими членами и периодическими по 

времени коэффициентами; 

3. В цилиндре, основанием которого является внешность 

некоторого компакта, найдено достаточное условие, 

обеспечивающее отсутствие положительных глобальных 

решений полулинейного параболического уравнения с весом 

и периодическими по времени коэффициентами; 

4. В цилиндре, где основание внешность некоторого компакта, 

найдено достаточное условие, обеспечивающее отсутствие 
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положительных глобальных решений слабо связанной 

системы полулинейных параболических уравнений  с 

периодическими по времени коэффициентами;  

5. В зависимости от веса, степени нелинейности, коэффициента 

сингулярности и размерности пространства получен 

результат типа Фуджиты для полулинейного 

параболического уравнения с весом и сингулярным 

потенциалом;  

6. В зависимости от степени нелинейности, коэффициента 

сингулярности и размерности пространства получен 

результат типа Фуджиты для системы полулинейных 

параболических уравнений второго порядка с сингулярным 

потенциалом;   

7.  Получены точные оценки отсутствия глобальных решений 

полулинейных бигармонических уравнений с сингулярным 

потенциалом, и, в зависимости от степени нелинейности, 

коэффициента сингулярности и размерности пространства 

найден критический показатель; 

8.  Получены точные оценки отсутствия глобальных решений 

полулинейного бигармонического уравнения типа Бауенди-

Грушина с сингулярным потенциалом;  

9. Найдено достаточное условие обеспечивающее отсутствие 

глобальных решений слабосвязанной системы полулинейных 

бигармонических уравнений с сингулярным потенциалом и в 

зависимости от степени нелинейности, коэффициента 

сингулярности и размерности пространства; 

10. Получена полная асимптотика на бесконечности решений  

полулинейных эллиптических уравнений второго порядка в 

полуцилиндре с однородным граничным условием Неймана 

на его боковой поверхности. 
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